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PREFACE. 


Cette nouvellc edition de notre Cours d*Analyse differe 
beaucoup de la precedence. Nous laisserons de cote les mo¬ 
difications secondaires, pour indiquer brievement les prin- 
cipaux changements introduits : 

Les eleves entrant a l’Ecole Polytechnique etant dejafami- 
liers avec les fonctions elementaires, nous avions suppose 
celles-ci-connues d’avance. Cependant leur etude suppose 
des notions de Calcul infinitesimal; nous avons donejuge a 
propOs deleur donner une place dans cette seconde edition. 

Cette etude ne peut d’ailleurs se faire d’une maniere com¬ 
plete que par I’introduction des imaginaires; d’ou la necessite 
de definir les fonctions de variables complexes, leurs bran¬ 
ches, leurs points critiques, etc. 

Bien que le present Volume ait pour objet principal le 
Calcul differentiel, nous avons, suivant l’exemple d’autres 
Auteurs, place des le debut la definition et les proprietes 
fondamentales des integrates definies, simples ou multiples, 
lorsqu’on peut les considerer comme limites de sommes. De 
cette facon, les notions fondamentales du Calcul infinite- 
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simal se trouvent a peu pres toutes reunies dans les Irois 
premiers Chapitres de ce Volume. 

Dans la precedente edition, ou nous tenions a conserver 
toute la simplicity possible, nous avions glisse un peu rapi- 
dement sur ces premiers principes, qui ont ete recemment 
l’objet d’etudes approfondies de la part des g^ometres les 
plus eminents. Notre but actuel est un peu different : nous 
les exposons avec toute la precision et la generality que nous 
avons pu, dut-il en resulter quelque complication. 

Certains points presentenl encore quelque obscurite. 
Pour en citer un exemple, nous n’avons pu arriver a definir 
d’une maniere satisfaisante Taire d’une surface gauche, que 
dans le cas ou la surface a un plan tangent, variant suivant 
une loi continue. 

Enfin nous avons completement remanie le dernier Cha- 
pitre, sur les courbes planes algebriques, pour y introduire 
les resultats principaux des recherches de MM, Cremona, 
Halphen et Nother. 

C. Jordan. 
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COURS 


D’ANALYSE 

D E 

L’ECOLE POLYTECHNIQUE. 


PREMlfiRE PARTIE. 

CALCUL DIFFERENTIEL. 


CHAPJTRE I. 

VARIABLES REELLES. 


I. — Limites. 

1. L’objel primilif de PArithmetique est l’etude dcs 
nombres entiers. 

Pour pouvoir execuler, dans tous les cas, la resolution 
des equations du premier degre, on a du etendre cette pre¬ 
miere conception, par l’introduclion des nombres negatifs et 
des nombres fractionnaires. On obtient ajnsi l’ensemble des 
nombres rationnels. 

La resolution des equations de degre > i exige de nou- 
velles generalisations. Les principes sur lesquels elles repo- 
sent sont intimement lies a ceux du Calcul infinitesimal, el 
nous devons les exposer brievement. 

J. - I. i 
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2. Nombres irrationnels. — Soient A et B deux: 'sys- 
temes de nombres rationnels jouissant des proprietes sui- 
vantes : 

i° Tout nombre de B est plus grand que tout nombre 
de A; 

2 0 On peut toujours determiner dans A et B respective- 
ment deux nombres a et 6, tels que Von ait 

b — a < s, 

cjuel que soit le nombre positif s, donne a priori. 

Ces hypotheses admises, les nombres (rationnels) pour- 
ront sc repartir en trois classes : 

La premiere A> contiendra tons les nombres inferieurs a 
quelqu’un des nombres de A; la seconde ill tous les nombres 
superieurs a quelque nombre de B; la troisieme 3, ceux qui 
ne sont ni inferieurs a un nombre A, ni superieurs a un 
nombre B. 

II est impossible que cette classe 3 contienne deux nom¬ 
bres differents c et c'<^c. On aurait, en effet, quel que ful 
le clioix de a et de b , 

a ^ c', b ” c, d’ou b — a~c — c', 

resultat contraire a notre seconde hjpothese. 

Elle peut contenir un nombre unique c (ce cas se presen- j 
tera, par exemple, si 1’on prend pour A Tensemble des nom- j 
bres < c, et pour B l’ensemble des nombres >> c). j 

Mais il peut arriver aussi qu’elle n’en contienne aucun (on 
sait qu’il en sera ainsi si Ton prend pour A la suite des re- . 
duites de rang impair, pour B celle des reduites de rang 
pair d ? une fraction continue illimitee). i 

Nous ferons disparaitre cette distinction, en disant que, j 
dans le second cas, il existe encore un nombre c plus grand 1 
que tous les ,l> et plus petit que tous les mais que ce 
nbmbre est irrationnel. j 

L’ensemble des nombres ainsi obtenus, tant rationnels j 
qu’irrationnels, constitue le systeme des nombres reels . | 
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Chacun de ces nombres est defini, conmie on lc voit, par 
la connaissance des nombres rationnels qul sont plus petils 
que lui,‘ et de ceux qui sont, au contraire, plus grands quo 
lui. 

3. SI un nombre rationnel r est plus petit (plus grand) 
qu’un nombre reel c, il est clair, d’apres nos definitions, que 
tout nombre rationnel /'plus petit (plus grand) que /* sera 
a fortiori plus petit (plus grand) que c . 

Mais on peut demontrer qu’/7 existe , en outre , une infi¬ 
nite de nombres rationnels compris dans Vinterealle de r 
a c. 

Eneffet, si c est rationnel, tous les nombres i'-\- ni(c — / ), 
ou ni est une fraction quelconque comprise entre o et i, sa- 
tisfont a cette condition. 

Si c est irrationnel, supposons, pour fixer les idees, c > /*. 
Soient A, B les deux, systemes de nombres rationnels qui de- 
terminent c. Tout nombre rationnel appartient, par liypo- 
tliese, a l’une des deux classes -l> et \li>, definies comme ci- 
dessus. 

Le nombre /* < c appartient a la classe -l>. II est done 
moindre qu’un nombre a du systeme A. Ce nombre a etanl 
plus petit que tous les B n’appartient pas a la classe ill> : e’est 
done un nombre X. Done il est moindre qu’un autre nombre 
ct\ du systeme A. Continuant ainsi, on obtiendra une suite 
infinie de nombres rationnels croissants /', a, a ,, ..., et tous 

On dira qu’un nombre reel c est plus grand qu’un autre 
nombre reel c', s’ilexiste un nombre rationnel r ([ui soit <>* 
et > c'. Dans ce cas, tous les nombres rationnels, en nombre 
infini, compris entre c et /*, ou entre r et c\ jouiront de la 
meme propriete. 

Il est clair que, si c > c' et c r ^> c\ on aura c > c". 

Enfin, entre deux nombres rationnels quelconques r et 
r 4- s, il existe necessairement un nombre irrationnel (el, 
par suite, une infinite). 
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Soit, en effet, c an nombre irrationnel defini par les deux 
systemes de nombres rationnels A et B. On peut determiner 
(Jans ces systemes deux nombres a et b , dont la difference 
soit << £, et comprenant entre eux le nombre c. 

Soient A,, B, les deux systemes obtenus en ajoutant la 
constante r — a a tous les nombres de A et de B. II est evi¬ 
dent que ces nouveaux systemes ont les qualites requises 
pour definir un nouveau nombre irrationnel, compris entre/* 
et r + £. 

Un nombre reel c. sera dit positif, s’il est >> o (auquel cas 
il sera encore superieur a une infinite de nombres rationnels 
positifs); negatifj s’il est << o. 

Les inegalites 

b — a > o, b — a <C i 
pouvant s’ecrire ainsi 

(— a) — f— b) > o, (— a) - (— b) < e, 

on voit qu a tout nombre reel r, defini par le systeme des 
nombres a et celui des nombres b , correspond un autre 
nombre de signe oppose, defini par le systeme des nombres 
— b et celui des nombres — a. Nous designerons ce nombre 
par — c. On aura, d’apres cetle definition, 

1. 11 nous reste a generalise!* la definition des operations 
de rArithmetique, pour les rendre applicables a tout nombre 
reel. 

Soient c, c' deux semblablcs nombres, definis respective- 
men t par les systemes A, B; A', B'. Soient a, b\ aU des 
nombres pris respeclivcment dans ces systemes, on aura 

b —!~ b ci - 4 - u 1 . 

Mais, d’aulre part, on pourra choisir a } 6, ci\ V i!e telle 
sorte qu’on ait 

b — a <C -? b’ —a'< 

2 2 

d’oii 

b -h b' — (a H- a 1 ) < £. 
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Le systeme des nombres a-\-cd et celui des nombres 
b + 6'definiront done un nombre reel, que nous appellerons 
c c\ 

De meme, le systeme des nombres b — a' el celui dcs 
nombres a — b ' definiront un nombre, que nous appelle¬ 
rons c — c r . 

On a evidemment, d’apres cette definition, 

c-h c f — c'-h C, C — C’~ c (— c'). 

La soustraclion est d’ailleurs l’operation inverse de faddi- 
lion, de telle sorte que le nombre (c — c f ) c r = c t n'esl 
autre que c. Pour le montrer, nous prouverons que tout 
nombre rationnel >ce st > c,, et reciproquemenl. 

Les nombres c sont ceux qui sont plus grands que fun 
des nombres 6, les nombres >> c K ceux qui soul plus grands 
que fun des nombres b — a !-b b f . 

Or, tout nombre x >> b — a’- f- // esl a fortiori > b , car 
V>a'. 

D’autre part, si x >> c, on pourra determiner enlrc x 
et c une infinite de nombres rationnels encore f>c. Soil 
x — £ = b l’un d’eux ; on aura 

x >> b — d - f- //, 

si Ton clioisit d et U de telle sorle que U — d soil << s. 

5. Pour definir la multiplication el la division, nous sup- 
poserons d’abord c et c' positifs. 

Soient a, d des nombres fixes choisis d'avance arbitrai- 
rement parmi les nombres positifs contenus dans les systemes 
A, A'; [3, des nombres fixes (necessairement positifs) choi¬ 
sis d’avance dans les systemes B, B'; <7, b , a\ b' des nombres 
positifs a choisir dans ces memes systemes; on aura tou- 
jours 

b a 
> TV 


bb'^> ad 
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Mais on j)cut clioisir ces nombres de telle sorte quc I’on 
ait 

b — a < o, b '— ct < o, 

o etant line quantite a determiner ulterieurement. 

II est d’ailleurs permis de supposer, en outre, que a et b 
sont con ten us dans rintervalle de a a J3, a' et b' dans l’inter- 
valle de a' a t 3\ En efifet, a, par exemple, est surement <C p. 
Sil est < a, on aura b — a << b — a < o. On pourrait done 
substituer a a a , tout en maintenant l’inegalite demandee. 
Cela pose, on aura 

bb '— aa <Z (a o) (a r - 1 - o) — act' 

< (a -t- a') o h- o 2 < (3 H- j3') o -+■ 

b a __ bb '— aa' ^ ( ? H- 3') o - 4 - o 2 

a' ~ />' ~ a' b' < IT'* 



Le sjslemedes nombres aa', joint a celui des nombres bb ’, 
et le sjsteme des nombres ^ > joint a celui des nombres --, 

definissent done deux nombres reels, que nous designerons 

. c 

respectivement par cc’ et — f • 

La division ainsi definie est I’inverse de la multiplication. 
Pour l’etablir, il faut prouver Pidentite des deux nombres 

C -,c , = Ci et c, cn montrant que les nombres rationnels su- 

perieurs a Tun le sont a l’autrc, et reciproquement. 

Soit x un nombre > c 4 . II sera, par definition, plus grand 
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qu’un des nombres — b', ct, a fortiori , plus grand que le 
nombre b \ il sera done >► c. 

Reciproquement, si x>c, il exislcra nn autre nombre 
ralionnel x — £ encore plus grand que c, e’est-a-dire plus 
grand qu’iin nombre b. Or on peut determiner, quel que 
soit 3, a' et b r , de telle sorte que Ton ait £/< a’-\- 3, d’ou 


b 

a' 


b'< b + —- < b + 
a 


68 

% 


X £ L) 

Si Ton choisit S moindre que —- > on aura x >> b’. Done 

1 p a 

x>c K . 

Pour etendre la definition de la multiplication et de la di¬ 
vision an cas ou Pun des factcurs, ou tous les deux, sont ne- 
gatifs, on appliquera la regie des signes. Enfin on admet 
qu’un produit est nul, si Pun des facteurs est nul. 

On voit, sans aucune difficulle, que les operations ainsi 
generalisees, appliquees a des nombres rationnels, donnent 
les memes resullats que les operations ordinaires, et que les 
regies du calcul algebrique subsistent sans aucun change- 
ment. 


6. On nomine valeur absolue ou module d ? un nombre 
reel c ce nombre lui-meme, s’il est positif, le nombre —c, si c 
est negalif. Ce module se designe souvent par la notation | c |. 

On a evidemment 

| a | \ b\ = \ab\, 

\ a \~ 1^1“ k| = |a±^d=c-| = |a|4-|^|-i-|c|. 

7. Soient A, B deux systemes de nombres reels tels : 
i° que tout nombre B soit plus grand que tout nombre A; 
*a° qu’on puisse toujours determiner dans A et B deux 
nombres a et b tels que b — a soit < £. Il existera un 
nombre reel unique c tel que l’on ait constamment 

b^c^ci. 

Soient, en effet, A' le svsteme des nombres rationnels 
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inferieurs a l’un au moins des nombres A; B' le sjsleine 
des nombres ralionnels superieurs a Tun au moins des 
nombres B. Les nombres B ; seront plus grands que les 
nombres A'. 

D’autre part, determinons dans A et B deux nombres a 
el b tels que b — a << -• On peut determiner deux nombres 

rationnels comprenant a et dont la difference soil << l.e 
plus petit ct! de ces deux nombres apparlient a A', et I’on a 

On peut de memc determiner dans B' un nombre b r tel que 
b '— b soit <C On aura, par suite, 

h'— a'<s. 

Les systemes A', B' etant formes de nombres rationnels 
determinent un nombre reel c plus grand que tous les a' et 
moindre que les b\ Ge nombre satisfait aux conditions re- 
quises. En effet, s’il etait moindre qu’un nombre a de A, il 
cxisterait entre a et c des nombres rationnels a! plus grands 
que c, contrairement a la definition de c. S’il etait plus grand 
qu’un nombre b de B, on arriverait a une contradiction ana¬ 
logue. 

On voit d’ailleurs, comme au n° 2, que le nombre c est 
unique de son espece. 

8. Limites. — Soit x une quantite variable, a laquelle on 
donne successivement une suite illimitee de valeurs x i7 ... . 
x,n .... On dit que la suite x< , ..., x n , ..., ou, d’une ma- 
niere plus abregee, la variable x tend ou converge vers la 
Limite c si, pour toute valeur de la quantite positive s, on 
peut assigner un enlier v, tel que 1’on ait 

I — c | < e 

pour Unites les valeurs de n superieures a v. 
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La variable x ne peut tendre a la fois vers deux limites. 
differentes c et c'; car on a 

c'—c = (x n — c) — (x n —c') J 

d’oit 

I c f — c 1 = 1 x n — c\ + \x n — c ' |. 

Done, quel que soit /i, l’un au inoins des deux modules 

j X n C b ! C I 

sera au moius egal a ^ | c r — c |. 

11 importe de transformer la definition precedenle, de ma- 
niere a pouvoir prouver Pexistence d’une limite, tors memo 
qu’on ne serait pas en mesure de la determiner. 

9. Th£oreme. — Pour que la suite x ..., x, n ... tende 
vers une limite, il faut et il sujffit qu’on puisse trouver une 
suite ..., s ;/ , ... de nombres positifs non croissants, 
ay ant pour limite zero, et tels que Von ait, pour toutes 
les valeurs des entiers n et p , 

| X! n X n+ p | < 1 n . 

i° Supposons, en efiet, que la suite ..., x, n ... 
tende vers une limite c. Soient o<, ..., . . . une suite de 

nombres positifs decroissants ayant zero pour limite. On 
pourra, par hypothese, determiner pour chaque valeur de m 
un entier v m tel que l’on ait constamment, des que n est 

^ V//ij 

I X n C | < | 0 /n 

et, par suite, 

| Xn X n _i_p | ^ J X u C | | X n p C | ^ 0 ,„. 

Si /? < vi, mais n p >> v,, on aura d’autre part 

I x n x nJr p | | x n c | -t-1 x n +.p c | e ^ Oj y 

e designant la plus grande des quantites \x x — c |, .... 
Xv—c |. 
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Enfin, si n ct n + p no sont ni I nn ni l’aulrc >v,, on 
aura 

I X n — X n+p I ^ I x n — C | -h | X n+p — C | < 2 0. 

Definissons maintenant unc suite de quantites positives 
£,, ..., £„, . .. par les relations 

£^ = 26 + 0,, Si 11 V 1? 

n — fj m t ** J in ‘C W <; 1 in 4-1 • 

On aura eonstamment 

| X n ' r ‘n+p | < • 

D’ailleurs les quantites e n forment une suite non croissante, 
et t fl tend vers zero quand n tend vers co. Car on peut prendre 
m dc telle sorte que o /n soit moindre qu’une quantite quel- 
eonque £, et il suffira de prendre cnsuite n >> v m pour etre 
sur d’avoir 

t = Cj f 

'“/i < J ni \ w • 

2° Reciproquemenl, supposons qu’on ait pu determiner 
une suite e i7 ..., ... de nombres positifs ayant pour 

limite zero, et tels que Ton ait, an moins pour les valeurs de 
n qui surpassent un nombre fixe /??, 

(0 | X n X n-hp | 1 

ct proposons-nous de demontrer que la suite x K , ..., x, n ... 
tend vers une limite. 

Designons par a v la plus grande des quantites 

X/n-h 1 ~m-\- 1> • • • > Xy £ v 5 

par by la plus petite des quantites 

X ni -\-1 • • • > X y —H ty 5 

on aura evidemment 

ay ^ by ^ b^ si v >» »jl. 
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D’autre pari, l’inegalite (i) peul s’ecrire 


d’ou 


^ X n Xn+-p < C 

X n X , lJr p ^ *^/i -// • 


Supposons /?<v el changeons dans cclle equation p cti 
p -j- v — n ; elle devient 

X n ~ < ^v+-/i < '*'/* + S„, 

et coinme elle a lieu pour les valeurs n — ni \ , ..., v, on 
en deduit 

< ftv- 

Plus generalement, p. et v elant deux enliers posilifs quel- 
conques m, et X le plus grand des deux, on aura, par la 
combinaison des inegalites ci-dessus, 

< «x< h< b v . 

Done, tout nombre b cst plus grand que Lout nonibre a . 

Mais on a d'autre part 

b v — <7 V = (.r v H- sv) — (.r v e v ) < ss v , 

quanlite qui peut etre rendue < £ en prenant v asscz grand. 

Done les deux sjstemes de nombres a et b determinent 
un nombre c . Ce nombre et le nombre x y+p elanl tous deux 
compris entre a v et 6 V , on aura 

| JCy+p ~ C | < S, 

ee qui est precisemenl la condition pour que les quantiles x 
convergent vers c. 


10. Corollaire. — Si les quantiles x n sont telles que 
ion ait toujours 

X n + Y > X /n " 

elles tendront vers une limite c ou croilront de maniere 
d surpasser finalement toute grandeur donnee E. 

En eflfet, supposons en premier lieu que, pour toute valeur 
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de la quantile positive 8, on puisse determiner un entier v tel 
que I’on ait constamment 

X V-hp < C Cj i 

quel que soit p. 

Donnons a 8 une suite de valeurs 3 ,, 3 2 , ... convergeant 
vers zero; soient v n v 2 , ... les valeurs correspondantes de v. 
Soit, d’autre part, n un nombre mais <; v* +l . On aura 

I x n x n+-p | --- 'X'n-\-p n < n+p x vv 

el si I’on pose // -|-p = v*-h 

I X a x n-t-p j ^ 1+7 ^ c 7 « * 


Si done on definit les quantiles £ V| i • • •, £/i, • • • par la con¬ 
dition 

o/, quand n = v,.< v* +1 , 

on aura 

| x n &n-h/i | 


Les quantites ainsi definies, convergeant vers zero, les 
quantites x n tendront vers une limite. 

Supposons, au contraire, qu’il existe une quantile 8 pour 
laquelle il soit impossible de determiner une quantile v cor- 
respondante. On pourra, quel que soit n, determiner un 
nombre n -f -p = n K tel que x rli — x n soit plus grand que S. 
Nous pourrons done determiner une suite illimitee de 
nombres i, /« 4 , /? 2 , ..., /i*, ••• tels que l’on ait 


d’ou 


& n , *^l > &n, ' 

X nk > X Y -\- ko. 


Ce nombre deviendra 
des que k sera superieur 


plus grand que le nombre donne E 

a-^- 

o 


11. Si la variable x tend vers la limite c, —x tend 
vers la limite — c. 
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Celte proposition est evidente; car on a 
\x — c\ — \ — x -h c |. 
Si done on a pour n >> v 

\x n — <s, 

on aura en meme temps 

| ^ n “t" C | ^ - • 


12. Si la variable x tend vers une li/nite c di.fferente 

de zero , — tendra vers la limite -• 

9 x c 

Posons, en efTet, x n — c — \ n ; on aura 


I I 


u 

_ 15.1 = |5.l 

c 1 


c ( c ■+“£«) 

' 1 c 11 c ■+■ 5» | < 1 1 (I c i — i i) ’ 


quailtite qui deviendra s, des que n sera devenu assez 
grand pour qu’on ail 


U< 




Si x tend vers la limite zero, on pourra, quelle que soit la 
quantile positive E, determiner un nomkrc v tel qu’on ait, 
pour toute valeur de n plus grande que v, 


I X n I < j£ ’ 


d’ou 


>E. 


Done — ne tend vers aucune limite. Nous conviendrons toil¬ 
et 

tefois de dire qu’il tend vers cc. 

Si, en tendant vers oc, x reste a partird’un certain moment 
eonstamment positif, on dira qu’il tend vers -f- co. S’il reste 
constamment negalif, il tendra vers —oc. 


13. Soient x t y deux quantites variables simultane- 
ment, et prenant respective me nt les suites de valeur s x lf 
v,; ...; x ny y n: .... Si x y y tendent respectivement vers 
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des Unities finies c, d , x -f- y et xy tendront vers les 
limiles c -f- d, cd. 

Posons, en effel, 

X n C — Y n d — T 1/t . 

On pourra, par definition, cjuelle que soit la quantite posi¬ 
tive 3, determiner deux quantiles v, et v 2 , telles que l’on ail 

| Xn ! <o» si n > v 1? 

\Vn \ <*> si n > v 2, 

cl, par suite. 

| Xn , < o, h/i ! < S si a > V, 

v designant la plus grande des quantiles v, el v 2 . 

Cela pose, on a 

! x n y n — (c + d) | | \, t -+- r iU I < | Xn | + | r m ] < 2 

\ X n \ n cd | — | C r t a 4~* d 4“ fj| 

5 M h«l "H^l |2«| +|5,, | KJ 
<| £? r8 + |rf|3 + 8«. 


Les seconds membres de ces inegaliles scront << £ si I on 
determine I’arbitraire 3 de telle sorte qu’on ait en meme 
temps 



Notre proposition est done demontree. 

Si x tend vers oc, y continuant a tendre vers unc limile 
(inic d , on pourra, de meme, quelles que soient les arbi¬ 
trages E' et 3, determiner un nombre v tel que l’on ait 

\x n \> E', | y n — d I < 3, si n > v, 

d’ou 

I x,, 4- y„ [ = | x n 4- y n — d 4- d | > | x n | — \ y n — d | — \d\ 

> E'— o — | ^ | > E, 

si l’on choisit E' plus grand que E 4- 3 4- | d |. Done, dans 
ce cas, x -\-y tendra vers oc. 
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Le produit xy tendra aussi vers oc, si d n’est pas mil. Eu 
eflfet, choisissant pour 3 line quantile < | rf|, on aura 

r„ — d -+- (y,i — d), 

d’ou 

\y« I > M — s > 

et enfin 

| X n y f , | > E'( | d\ — 0) > E, 


si I’on choisit E' plus grand quc ^ • 

Si y tendait vers zero, en menie tem[>s ([ue ./* vers cc, on 
ne pourrait rien affirmer a priori. 

Supposons enfin que x cl y tcndent Lous deux vers cc. On 
ne pourra rien affirmer a priori sur la somme x -i-y. Mais 
le produit tendra evidcmment vers oc. 


14. De la combinaison des resultats qui precedent, on 
deduit immediatement la proposition suivante : 

Soit II (x,y, ...) une expression rationnelle quelconque 
des variables x, y, .... Si ces variables tcndent simulla - 
nement vers les limites c, d. ..R(.r, r, ...) tendra vers 
la limite R(c, d, ...). 

Ce theoreme est toutefois soumis a cette restriction que la 
suite des operations indiquees pour calculer R, connaissanl 
x, y, ..., puisse s’executer effectivement pour les valours 
particulieres x — c, y = d, .... 

Si done parmi ees operations figurent des divisions, il 
faut que le diviseur ne soit pas mil. 


lo. L’Arithmetique et l’Algebre comportent quatre opera¬ 
tions fondamentales : addition, soustraction, multiplication 
et division. On peut en concevoir une cinquieme, consistant 
a remplacer une quantite variable par sa limite. CTest Intro¬ 
duction de cette nouvelle operation qui caracterise le Calcul 
infinitesimal. 
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16. Ijvfiniment petits. — On donne le nom d dnjiniment 
petit a toute quantite variable qui tend vers zero; celui dV/z- 
finiment grand a toute quantite variable qui tend vers oc. 

L’invcrse d’un infiniment petit sera done un inliniment 
grand, et reciproqucment. 

La suite des valeurs x x , ...,x„, ..., qu’on assigne succes- 
sivement a un inliniment petit x , doit avoir, par definition, 
zero pour limite; on peutne la soumettre a aucunc autre res¬ 
triction. Mais on peut aussi, si Ton veut, l’assnjettir a d’au- 
tres conditions : slipuler, par exemple, que ces quantites 
seront positives, ou rationnelles, etc. Sauf ces restrictions, 
qui devront etre specifiees dans chaquc cas, on devra la con- 
siderer comme arbitraire. 

17. Deux inliniment petits x , y seront independants ; 
s’iJ n’existe aucunc correlation obligatoire entre les valeurs 
x K , ..., x n , ... et y t , ..., y n , ... qu’on leur attribue respec- 
tivement. 

Au contraire, s’ils sont lies de telle sorte que, x n etant 
connu, on puisse eu deduire y 7/ , on dira que y est un inlini- 
ment petit dependant de x. Cette dependance sera, en 
general, reciproque, de telle sorte que, y n etant connu, x u 
pourra s’en deduire. 

Deux inliniment petits .r, y etant ainsi lies, on dira qu’ils 

y 

sont du meme ordre, si, lorsque x tend vers zero, ~ a pour 
limite line quantite constanle c dilTerente de o \ y sera 
d’ordre plus eleve que x , si — a pour limite zero; il sera 

y 

d’ordre moindre, si — Lend vers oc. 

x 

On peut, dans la plupart des cas, preciser cette notion, en 
mesurant par un nombre fordre de grandeur d’un inliniment 
petit. On pourra dire, en elfet, que y est d’ordre a par rap- 

port a x , si le rapport ~ - tend vers une limite linie et difle— 
rente de zero, lorsque x tend vers zero. 



VARIABLES R6ELLES. 


*7 

D’apres celte definition, une quantile j' qui tend vers une 
limite finie sera un infinimenl petit d’ordre zero; un infini- 
ment grand y tel que yx a tende vers une limite finie et dif- 
ferente de zero sera un infiniment petit d’ordre — a. 

Dans toute question oil figurent plusieurs infiniment petits 
x,y , 5 , ... dependant les uns des autres, on pourra choisir 
arbitrairement Tun d’eux comme etalon de mesure. Cet in- 
finiment petit principal , x, par exemple, elant considere 
comme ayant pour ordre de grandeur (’unite, y, z 7 .. . auront 
des ordres de grandeur representes respectivement par des 
nombres a, [3, .... 

Le meme procede de comparaison scrait applicable a des 
infiniment grands. 

18. Soient y un infiniment petit d’ordre a; A la limite 

Y 

vers laquelle tend quand x tend vers zero. On aura 

inA-l-//, d'ou r—A 
x a 

ft tcndant vers zero avec x. 

Le premier terme Ax a se nomine la valeur principale 
de y. II represente cet infiniment petit avec une erreur re¬ 
lative qui decroit indefiniment avec x. 

Si l’on ne veut pas se contenter de cette premiere approxi¬ 
mation, on aura a determiner la valeur principalc du resle. 
Soit Bx? cette valeur principale; nous aurons une seconde 
valeur 

y = a Bx? 

approchee jusqu’a l’ordre p. On chercherait de meme, s’il 
etait utile, la valeur principale du reste, ct ainsi de suite. 

La determination des valeurs principales des infiniment 
petits et leur developpement en serie suivant les puissances 
de l’infiniment petit principal, qui en cst la consequence, 
formeront en grande partie l’objet de la premiere Lartie de 
ce Cours. 


J. - l. 
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La solution dc cc probleme fundamental fournit line mc- 
thode d’approximation precieuse dans toutes les applications 
des Mathemaliqucs; mais la ne se borne pas son utilite : elle 
perinet d’obtenir des resultats d’une entiere rigueur, fondes 
sur la proposition suivantc. 

19. Le rapport de deux injiniment petits du memo 
ordre , y et z, ay ant respectivement pour valeurs princi- 

pales Ax* et Bx a , a pour limit?. ^• 

On a, en eflet, 

v — ,.r a (A + //), - - r a (B -+-/ ), 

h et k ten dan t vers zero avec x. Done 


1 i m — — 1 i m ^ ^ 

z J> —A’ 


A 

B* 


II. — Ensembles. 

20. Soient .r, y s ... des quantites variables; nous appel- 
lerons point un systeme de valeurs simultanees a, b , 
donne a ces variables; ecart de deux points p = (a, b , . ..) 
et//— («', b ', ...) l’expression 

pp' — | a’ — a | -r | // — /> | -h.. .. 

Si cct ecart est nul, les deux points coincident, et recipro- 
qucment. 

On dira que le point /; = («, />, ...) est la lirnite d’une 
suite de points 

P 1 — ( 'X' 1 ) y 1 1 • • • ) > • • • y Pn — ( ^n > y/n • • •) > 

si l’ecart pp n a pour limite zero lorsque /icroit indefiniment, 
ce qui revienta dire que.r /M y n , . . . ont respectivement pour 
limites <3, b . 
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On nomme ensemble toute collection de points, en 
nombre fini ou infini. Un ensemble aura autant de dimen¬ 
sions qu’il figure de variables x, y, ... dans la definition de 
ses points. 

On nomme point limite cl’un ensemble E tout point qui 
est la limite d’une suite de points de E. Le systeme de ces 
points limites forme un nouvel ensemble E', qu’on appelle 
le derive de E. 

Considerons, par exemple, le cas d’une seule dimension. 
D’apres les definitions precedentes, 1’ensemble des nombrcs 
entiers n’a pas de point limite. 

Celui des fractions-^, : J-, £, ... a une seule limite x = o. 

Celui des nombres rationnels a et <^b a pour derive 
1’ensemble des nombres reels et ^b. 

Ce dernier se confond avec son derive. 

On voit par ces exemples qu’un ensemble E peut contenir 
des points qui n’appartiennent pas a son derive E', et reci- 
proquement. 

Si un point p = (a, b : ...) appartient a E sans appartenir 
a E', on pourra, par definition, trouver une quantite £ telle 
que tout autre point de E soit ecarte de p de plus de s. On 
dit dans ce cas que p est un point isole dans E. 

21. Nous appellerons ensemble par fait tout ensemble 
qui conlient son derive. 

Un ensemble E', derive cV an autre ensemble E, est ne- 
cessairement par fait. 

Soit en effet 7T un point limite de E'. On pourra, par liy- 
pothese, determiner dans E' un point p F tel que l’ecart p'lz 
£ 

soit -• D’autre part, p r etant un point limite de E, on 
pourra determiner dans E un point p tel que l’ecart pp' soit 
^• Cela pose, soit 


p — (ctj b, . . p — a, y b 9 ...), 


x = (a, . . .); 
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on aura 

pn=\a — * | -f-1 h — ? | + . . . 

< | ci — ci f \ -{- \ a' — a| + |^ — b l \ -\- \ b' — (3 | -h. . . 

IPP'-+-P'k<z. 

Done 7z est un point limite de E et apparlient a E 7 . 

22. Si l’ensemble E ne conlient pas tons les points pos¬ 
sibles, les points qui ne lui appartiennent pas forment un 
ensemble complementciire E,. 

Soient respectivement E 7 , E 7 les ensembles derives de E, 
E|. Tous les points de l’cspace pourront etre repartis en trois 
classes : 

i° Ceux qui appartiennent a E, sans appartenir a E,. 
Pour chacun d’eux p on pourra assigner une quantite e telle, 
que tout point dont l’ecart a p est s n’appartient pas a E f , 
et par suite apparlient a E. Nous dirons que les points de 
celte classe sont interieurs a E (et exterieurs a E,). 

2 ° Ceux qui appartiennent a E,, sans appartenir a E'. Ces 
points seront exterieurs a E et interieurs a E,. 

3° Enfrn ceux qui appartiennent en ineme temps a run 
des ensembles E, E, et au derive de Pautre. Ces [>oints con¬ 
stituent la frontiere commune des deux ensembles E, E ( . 

II exisle toujours des points frontieres. Soient en eflel 
p — (a, bj . . .) et 7i = (a, [3, ...) deux points quelconques, 
cboisis respectivement dans E et dans E,, et soit n un entier 
arbitraire. Considerons la serie des points 



oil ni prend successivement les valeurs o, i, ..., 2 ". Le pre¬ 
mier point de cette suite est p et apparlient a E; le dernier 
est tz et appartient a E|. Soit p n le dernier des points de 
cette suite qui appartienne a E, 7z n le suivant. On aura 

Pn — [ci-h t n (a — a), b-h l n (?— b), ...], 

r. n —[a-{- u n {% -a), b- K n (p — b), ...], 
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t n et u n etant deux fractious comprises enlre o et i, ayant 
pour difference ~ et dont la premiere ne decroit jamais, et 

la seconde ne croit jamais lorsqu’on fait croitre n. 

Supposons d’abord qu’il n’existe aucune valeur de n ail 
dela de laquelle t n cesse definitivement de croitre ou u n de 
decroitre. Les quantites t n et u H tendront vers une lirnite 
commune 6, et les points/?,, d’une part, t:, , .. , 

t: / 0 .. . d’autre part, auront pour lirnite le point 

P = [a + 0(a — a)> &4-0( 4 3 —&), ...]. 

Ce point appartiendra done a la foisaE'et a E', et, commc 
il appartient necessairemen t a E ou a E,, cc sera un point 
frontiere. 

Supposons, au contraire, qu’a parlir d’unc valeur v de /?, 
t, n par exemple, cesse de croitre, etreste egal a u n decroi- 
tra et tendra vers / v ; les points t: v , ••• tendront done 

vers/? v . Ce point appartiendra done a E' et, comme il appar¬ 
tient a E, e’est encore un point frontiere. 

23. La frontiere F dont Vexistence vient d'etre e tab lie 
constitue un ensembleparfait. 

Soit en effet q un point lirnite de F; F contiendra une 
suite infinie de points q K , . .., r/, n . .. convergeant vers q. 

Si parmi eux il y en a une infinite appartenant a Beta E', 
leur point lirnite q appartiendra a E' et a E'', derives de K 
et deE'. Mais E', etant parfait, contient son derive. Done q 
appartient a la fois a E' et a E', et, comme il appartient nc - 
cessairement a E ou a E 4 , ce sera un point frontiere. 

Si, parmi les points q K , ..., q, n . .., il n’en existe qu’un 
nombre borne appartenant a E eta E', les autres, en nombre 
infini, appartiendront a E, et E 7 , et la consequence sera 1? 
me me. 

24. Quant aux points interieurs ou exterieurs, leur exis¬ 
tence n’est pas n^cessaire. Il est evident, par exemple, que 
si Ton prend pour E Fensemble des nombres rationnels, 
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pour E, celui des nombres irrationnels, il n’j aura aucim 
point qui ne soit contenu dans la lrontiere. 

Les ensembles parfaits qui conliennent des points inte- 
rieurs presentent un interet particulier, et il convient de les 
caracteriser par un nom special. Nous les appelJerons des 
clo inclines. 

25. Un ensemble E d’une seule dimension est dit borne 
si/perieurement ( inferieurement ), si tous les nombres qui 
le composent sont inferieurs (superieurs) a un nombre 
fixe L. 

Soient, dans ce cas, Frensejiiblc des nombres plus grands 
(plus petits) que tous ceux de E; Fj son complementaire. 11 
cxiste un nombre frontiere M, lequel jouira de la double 
propriete : i° que E ne contient aucun nombre ;> M (< M); 
2 ° qu il en contient qui sont >> M — s(<M + s), quel que 
soit le nombre positif e. 

Ce nombre M est, d’apres cet enonce, une des liinites 
de E; nous Fappellerons la limite superieure ou le maxi¬ 
mum (limite inferieure ou minimum) de E. Il pent, sui- 
vant les cas, rester en dehors de l’ensemble E ou lui appar- 
tenir. On dit, dans ce dernier cas, que K atteint son 
maximum (son minimum). Cette circonstance se presen Lera 
necessairement si E est un ensemble parfait. 

Si plusieurs ensembles E,, E 2 , ... admettent respecti- 
vement des maxima (ou minima) , M 2 , il est clair 

que l’ensemble E, resultant deleur reunion, aura pour maxi¬ 
mum le plus grand (pour minimum le plus petit) des nom¬ 
bres M|, M 2 , .... 

Si reciproquement on decompose un ensemble E admel- 
lant un maximum (un minimum) M en ensembles partiels E,, 
E 2 , .. ., ceux-ci admettront dcs maxima au plus egaux a M 
(des minima au moins egaux a M). 

26. Considerons plus generalement un ensemble E a un 
nombre quelconque de dimensions. 

Soient (a, &,...), ... ses points. Nous dirons qu’il est 
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borne si l’ensemble cle toules les valeurs des modules ja|, 
| 6|, ... pour ses divers points admel un maximum a. Dans 
ce cas, les nombres < 7 , ... etant compris entre — p. et 

-f- pi, forment un ensemble borne en dessus comme cn des- 

SOllS. 

Reciproquement, si l’ensemble des nombres «, b, ... admel 
un maximum M et un minimum ;??, l’ensemble E sera borne, 
car les modules |«|, |6|, ... ne pourront surpasser le plus 
grand des deux nombres | M |, | m |. 

27. Tout ensemble borne cjui contient une infinite cle 
points admet au moins un point limite. 

Supposons, pour fixer les idees, qu’il s’agisse d’un en¬ 
semble E a deux dimensions; soient (r/, />), ... ses points. 
Soient M et m les deux nombres fixes entre lesquels tons les 
nombres a et b sont compris. 

Partageons l’intervalle M — m cn n intervalles egaux. 
Chacun des nombres a , b tombera dans l’un de ces inter¬ 
val les. Groupons en un ensemble partiel tous ceux des 
points de E dans lesquels a et b tombent respectivement 
dans les memes intervalles. Nous obtiendrons ainsi n- en¬ 
sembles partiels, dont la reunion constitue E. L’un an moins 
E 1 de ces nouveaux ensembles devra contenir une infinite de 
points; et si (a, b), (a', b') sont deux de ces points, leur 

^ i f i i / 7/i M — m 

(*cart, | a — ci \-\-\b — b |, ne pourra surpasser 2 —-- 

Operant sur E, comme sur E, on le decomposera en 
ensembles partiels dont l’un au moins, E 2 , contiendra une 

infinite de points dont l’ecart ne pourra surpasser 2 - 

On operera sur E 2 comme sur E,, et ainsi de suite. 

Cela pose, soient 

Pi un point choisi a volonte dans E, ; 

/> 2 un point different de /?,, choisi a volonte dans E 2 ; 

un point different de ju, et de/? 2 , choisi a volonte dans E 3 ; 

et ainsi de suite. 
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Ces points />,, y? 2 , />:o ••• tendront evidemment vers un 
point limite tz. 

28. Nous pouvons ajouter la remarque suivante, qui nous 
sera souvent utile : 

Soit £ une quantite qucdconque. La suite /?,, y? 2 , • • • con- 
tient un point y? a dont l’ecart a p est <^s. Soit e, un autre 

nombre, moindre que ^ et que les ecarts tt, .. ., /? a tz. La 

suite conticndra un point p 0Li dont 1’ecart a t: sera << s, ; et 
I’indice or, sera a. Soit s 2 un nombre moindre que les 

ecarts .. ., et que la suite contiendra de meme 

un point p^ dont l'ecart a t: sera << s 2 et a 2 sera a, ; et 
ainsi de suite. 

On obtient ainsi une infinite de points successifs /> a , p at , 
/? aj , . . . ajant pour limite tz, et tels : i° que les indices a, a,, 
a 2 , ... aillent en croissant ; 2 ° que l’ecart de p 0Ln a t: soit 



29. Soient E et E' deux ensembles formes par des points 
de meme nature. 

Les ecarts des divers points p de E aux points p' de E' 
Torment un ensemble de nombres non negatifs. II est done 
borne inferieurement, et admet un minimum A, positif on 
nul, que nous appellerons V ecart des ensembles E, E'. Si 
cet ecart est >o, nous dirons que les ensembles E, E' sont 
separes. 

30. Si deux ensembles homes et parfaits E, E' qui 
n y ont aucun point commun out pour ecart A, Us contien- 
dront au mo ins un couple de points ayant precisement A 
pour ecart mutuel . 

Soient, en effet, p = (x,y, ...), ... les points de E; 
p' = (#', y’, ...), ... ceux de E'. Associons-les deux a deux 
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de toutes les manieres possibles de manicre a former de nou- 
veaux points pp r —(x^y, ... , x\ y\ ...) dependant dun 
nonibre double de variables. L’ensemble EE' de ces points 
sera evidemment borne et parfait. 

Cela pose, si E et E' ne contenaient aucun couple de 
points dont l’ecart fut A, ils contiendraient tout au moins 
un couple de points p { , p\ dont l’ecart serait moindre que 
A —)— s, £ etant un nombre donne qui pent etre clioisi a 
volonte. 

Soient d l'ecart de /?, a/?', £ t un nombre d et -• 

On pourra determiner un nouveau couple de points p 2 , p 2 
dont l’ecart soit A s,. 

Continuant ainsi, nous obtiendrons uno suite infinie de 
couples P\i p\ \ - fa , p '„; ••• dont les ecarts mutuels 
convergent vers A. Les points correspondants p\p\i • • •- 
p n p' n de l’ensemble EE', etant en nombre infini, admettent 
au moins un point limite pp , ou les deux points compo- 
sants /?, p’ auront pour ecart A. Mais p est une limite de 
I’ensemble des points p K , p n , ... qui appartiennent 

tous a E; c’est done un des points limites de E; et comme 
cet ensemble est parfait, il contient p. On voit de memo 
que E' contient p’ . Lc theoreme est done demontre. 

L’ecart A ne peut etre nul, car s’il l’etait, p et p’ se con- 
fondant, E et E' auraient un point commun contre l’hypo- 
tliese. 

31. Nous disons qu’un ensemble parfait et borne est d’un 
seul tenant lorsqu’il ne peut etre decompose en plusieurs en¬ 
sembles parfaits separes. 

On voit aisement que le caractere distinctif d’un pareil 
ensemble est le suivant : 

Elitre deux quelconques de ses points /?, p r , on peut 
toujours, quel que soit e, intercaler une chalne de points 
intermediates, telle que Vecart de deux points conse- 
culifs soit ^£. 
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Celle condilion est necessaire. En diet, supposons que 
pour line valeur donnee de s elle ne soil pas satisfaite. Asso- 
cions an point p d’abord tous ceux des poinls de E dont l’e- 
cart a p est ^ s, puis ceux dont l’ecart a 1’un de ceux-ci est ^ s, 
et ainsi de suite. Tous les points ainsi groupes forment un 
ensemble E,. Les autres points de E forment un ensemble E 2 , 
contenant au moins un point /?', et dont 1'ecart a E < est > s. 
D’ailleurs cliacun des ensembles Ej, E 2 est parfait. Soil, en 
efTet, /, un point limite de E,. II apparlient a E, qui est sup¬ 
pose parfait; d’ailleurs, il existe des points de E, dont il est 
ecarle de moins de s. Done il appartient a E, et non a E 2 . 

Soit, d’autre part, l 2 un point limite de E 2 . Il appartient 
a E; et, comme il existe des points de E 2 qui en sontecartes 
de moins de e, il ne peut appartenir a E, ; done il appartient 
a E 2 . 

Reciproquemcnl, cette condition est suffisantc. En elfet, 
supposons E decomposable en deux ensembles parfails se- 
pares E,, E 2 ; soit 0 leur ecart; /?,, p 2 deux points pris 
respectivement dans E, et E 2 ; si on les relie par une chaine 
quelconque de points intermediaires, on aura necessairement 
deux points consecutifs appartenant l’un a E,, l’autre a E 2 . 
Leur ecart sera done ^ 0 ; et la condition de l’enonce ne sera 
pas remplic, pour les valeurs de £ moindres que 5. 

32. La proposition qui precede entraine cette consequence 
evidente : 

Un ensemble E forme par la reunion cVun nombre quel¬ 
conque d y ensembles d’un seul tenant E,, E 2 , ... dont 
chacun a au moins un point commun avec Vun des prece¬ 
dents est lui-meme d’un seul tenant. 

33. Un ensemble d’un seul tenant E, s’il ne se compose 
pas d’un seul point, se confond avec son derive E'. En elfel, 
il le contient, par definition. Mais, d’autre part, il y est con- 
tenu. Soient, en elfet,/?,/?' deux points arbitrairement choisis 
dans E. On peut intercaler entre eux une chaine de points 
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|9|, pD • • . telle que l’ecart de deux points consecutifs qtiel- 
. conques, et nolamment celui de /> a , soit < s. Soient d cet 

| ecart; £, un nombre <Cde t < ^• On peut irouver de la memc 

\ maniere un nouveau point p 2 dont l’ecart a p soit s,. Con- 
j tinuant de raeme, on obtiendra une suite infinie de points 
| P\) Pi) • • * j convergeant vers p. Done, p apparlient a E'. 

| 

34. On peut encore remarquer qu’w/i ensemble E, d’u/t 

seul tenant et d y une seule dimension, qui conlient deux 
nombres donnes aelb , contient lout nombre c intermediaire 
entre a et b. Soient, en offer, a 2 , „ . . une suite de nom¬ 
bres intermediaires entre a et c et convergeant vers c\ 
b\, b 2 , . . . une suite de nombres intermediaires entre b et c 
et convergeant vers c. On pourra, par hypo these, intercaler 
entre a et b une chaine de nombres appartenant a E, et dont 
les ecarts successifs soient moindres que b n — a n . L’un au 
moins de ces nombres intermediaires tombera entre a n et b n . 
Designons-le par c n . Soit s, l’ecart \c n — c |; on pent trouver 
dans les suites <?,, a 2 , ... et b K , b 2 , . . . deux nombres a n , 
b fli dont l’ecart soit puis determiner dans E un nou¬ 

veau nombre c /ti tombant entre a fli et b U{ ; et ainsi de suite. 
Les nombres cc n . . . convergent vers c. Done c est une 
limite de E, et, comme E est parfait, c est l’un de ses points. 

Si l’ensemble E est borne, il admettra un maximum M el 
un minimum m\ etant parfait, il les atteindra. II est done 
forme par le systeme de tous les nombres reels qui sont 
et ^ m. 

Si E n’est borne que superieurement (inferieurement), il 
sera forme par l’ensemble dcs nombres reels qui sont 
(qui sont ^ m). 

S’il n’est borne dans aucun sens, il contiendra tous les 
nombres possibles. 

35. Soit E un ensemble borne, forme dcs points p, _ 

Les ecarts de ces points, pris deux a deux, forment un en- 
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semble de nombres positifs cjui est borne. II admet done un 
maximum d que nous appellerons le diametre de l’en- 
semble E. 

36. Nous allons chcrclier, d’autre part, a preciser la no¬ 
tion de Vetendue de cet ensemble (a laquelJe nous pourrons 
donner en particulier le nom de longueur , Retire on de vo¬ 
lume , lorsque le noml)re des dimensions se reduit a i, 2 , 
ou 3). 

Considerons, pour fixer les idees, le cas de deux dimen¬ 
sions. Chaque point (u, v) de E pourra etre represente 
geometriquement sur un plan dont u ct v sont les coor- 
donnees. Decomposons ce plan, par des paralleles aux axes 
eoordonnes, en carres de cote r. 

L’ensemble de ceux de ces carres qui sont inlerieurs a E 
forme un domaine S interieur a E; l’ensemble de ceux qui 
sont inlerieurs a E ou qui rencontrent sa fronliere forme un 
nouveau domaine S -f- S' auquel E est interieur. Ces do- 
maines ont des aires determinees que nous representerons 
egalement par S et S -f- S'. 

Faisons varicr notre decomposition en carres, de telle 
sorte que r tende vers zero; les aires S et S -b S' tendront 
vers des limites fixes . 

En effet, considerons, par exemple, les aires S. Celles dc 
ces aires pour lesquelles r reste au-dessous d’un nombre 
(ixe p sont bornees, car dies sont toutes contenues dans un 
meme carre de cote M — m 20 , M et m designant le 
maximum et le minimum des coordonnees u , v dans l’en- 
semble E. Soil A leur maximum. On pourra trouver une de¬ 
composition determinee pour laquelle S prenne une va- 
leur S, plus grande que A— e. Soit S l’ecart entre la fron- 
tiere de E et celle du domaine S t . Considerons une autre 

decomposition quelconque ou r soit < • L’ecart maximum 

de deux points d’un meme carre j sera 3. Done tous ceux 
de ces carres dont un point appartient a Si seront en entier 
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J ans l’interieur dc E. Done le domaine S contiendra S<, et 
I on aura 

1 S = Sj > A — £; 

fautre part, S< A. Done les sommes S auront bien une li- 
nite egale a A. 

D’autre part, les aires S -f- S', n’etant pas negatives, sonl 
)ornees inferieurement, et admeltent un minimum a. 

11 existera une decomposition determinee pour laquelle 
S + S' prendra une valeur S< -f- S' moindre cjue a-f-s. 
Soil o l’ecart des frontieres de E et du domaine S,H-S'. 
Lonsiderons une autre decomposition quelconque oil /* soil 

<< “• Tous les carres dont un point appartient a E ou a sa 

frontiere seront interieurs a S, -h S'. On aura done 

S S 7 t Si S j ci -1- s. 

D'autre part, S + S '?a. Done a est bien la limite des 
sommes S -t~ S'. 

Comme on a S + S' ^ S, a sera au moins egal a A. 

INous appellerons A Vaire interieurc de E, a son aire 
exlerieure . Si S' a pour limite zero, nous dirons que E est 
quarrcible et qu’il a pour aire la quantite a = A. 

37. Soit E' un nouvel ensemble interieur a E. L’aire exte- 
rieure de E', et a fortiori son aire interieure, seront 
moindres que Taire interieure de E. Soit, en effet, S l’ecart 
des frontieres de E et de E'. Si Ton decompose le plan en 

0 

carres de cote il est evident que tous les carres non ex- 

terieurs a E', et aussi les carres adjacents, sont interieurs 
a E. L’aire interieure de E surpasse done l’aire exterieure 
de E' d’une quantite au moins egale a la somme de ces der¬ 
nier s carres. 

38. Supposons enfin E forme par la reunion de plusieurs 
ensembles partiels E 4 , E 2 , ..., et considerons une decompo- 




OO 


PREMlfeHE PARTIE. — CIIAP1TRE I. 


sition quelconque clu plan cn carres. Soicnt respcctivement 
S, S,, So, ... les sommes des carres interieurs a E, E,, 
E 2 , ...; S', S', S!,, ... cellcs des carres qui renconlrent 
Icurs frontieres. Tout carre interieur a l’un des ensembles 
E,, E 2 , ... l’cst a E; et, d’autre part, tout carre non exte- 
ricur a E est necessairement non extericur a l’un an inoins 
des ensembles E,, E 2 , ..., on aura done 

S > Sj -h S 2 -+-..., S S'< Sj -h S', -h S 2 -h S' 2 

et, en passant a la limile, 

A > Aj + A 2 -h ..., ci < ci i -{- ci o -f-..., 

A 2 , . . . et rt|, a 2 , .. ., representant les aires interieures 
et exterieures dc E,, E 2 , .... Ees inegalites ei-dessus se 
changent d’ailleurs en egalites, si E,, E 2 , ... sont quar- 
rabies. 

39. On peut concevoir une infinite dc decompositions du 
plan en regions elementaires quarrables At,, At 2 , ... 
dont le diametre ne surpasse pas un nombre donne o. Con- 
siderons une suite quelconque de decompositions de ce 
genre, dans laquellc p tende vers zero. La somme S At, eten- 
due aux elements interieurs a E, aura pour limite A, airc 
interieure de cet ensemble. 

Nous pouvons, en effet, determiner une decomposition du 
plan en carres, telle que la somme S des aires des carres in- 
terieurs a E soit >> A — £; soit 8 I’ecart des frontieres de E et 
de S. Des que p sera devenu 8, tout element At qui a un de 
ses points dans S sera tout entier interieur a E. L’aire S At 
contiendra done a ce moment l’aire S, et sera >> A — £. Mais, 
d’autre part, elle ne peut surpasser A. En effet, soit 8' 
l’ecart entre sa frontiere et celle de E; concevons une autre 

g, 

decomposition en carres, de cote <C — • Tous ceu\ de ccs 
carres qui ont un point commun avec I’aireSAT seront intc- 
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rieurs a E. La somme S, des aires des carres interieurs est 
done au moins egale a 2 At; mais elle ne surpasse pas A. 

Done A est bien la limite des sommes 2 At. 

On voit, de la meme maniere, que la somme 2 At, eten- 
due, non seulement aux elements interieurs a E, mais aussi 
a ceux qui rencontrent sa frontiere, a pour limite Paire exte- 
rieure a. Par suite, la somme ci-dessus, bornee a ces ele¬ 
ments frontieres, tendra vers zero, si E est quarrable. 

40. Les considerations qui precedent sont evidemment 
applicables aux ensembles d’un nombre quelconque de di¬ 
mensions. On pourra determiner, pour eliacun d’eux, une 
etendue interieare et une etendue exterieure . Si celles-ci 
coincident, l’ensemble sera mesurable. 

III. — Fonctions bornees. Fonctions integrates. 

41. Des quantites variables, x, y, . . ., sont dites inde- 
pendantes y s’il n’existe entre elles aucun lien, de telle sorte 
que chacune d’elles puisse encore prendre toutes les valeurs 
dont elle est susceptible, apres qu’on a fixe la valeur des 
autres. 

Soit, au contraire, u une nouvelle variable, liee aux pre- 
cedentes de telle sorte qu’a cliaque point (x , y, . . .) appar- 
tenant a un certain ensemble E, corresponde une valeur 
determinee de u. On dira que cette relation definit u comme 
fonction de x, y, ... dans Tensemble E. 

Une fonction de x, y, ... peut se representer par la no¬ 
tation f(x,y , . . .). Si l’on considere simultanement plu- 
sieurs fonctions differentes, on pourra les designer respec- 
tivement par F(x, y, . . .), f(x, y , . . .), ... en changeant 
la lettre initiate. 

La definition qui precede est d’une telle gen^ralite qu’il 
est evidemment impossible d’etablir aucune propriete appli¬ 
cable a toutes les fonctions sans exception. Des hypotheses 
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restrictives sont, en effet, necessaires pour scrvir de base a 
un raisonnement quelconque. 


42. F onctioxs bornees. — Une fonction /(#,y, . . .) est 
dite bornee, dans un ensemble E pour lequel elle est defi- 
nie, si les valeurs qu’elle prend pour les divers points 
(x, y, . . .) de cet ensemble forment un ensemble borne. 

La somme, la difference et le produit de deux fone- 
lions bornees f et cp sont des fonctions bornees; car on a 

i/±?i" i/i + i?i» 

!/•?! = I/I M- 


Si f est une fonction bornee et si le minimum p de son 
module li'estpas nul , j sera egalement bornee; car on a 


/ 


_ i i 

~ i/i < f- 


43. Soit f{x, r, . ..) une fonction bornee dans un do- 
maine E, dont Tetendue, que nous supposerons mesurable, 
sera egalement representee par E. 

Decomposons E en domaines elementaires mesurabJes 
c s , e 2 , .... Designons par M, m le maximum et le mini¬ 
mum de la fonction/dans E; par M*, m k son maximum et 
son minimum dans e k ] et formons les sommes 


S 



s 



m k e k . 


Comrne on a evidemment 


m<m k < M*<M, 


S et s seront comprises entre 



Ve*=ME 
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el 



el leurs modules seront an plus egaux a LE, L designanl le 
plus grand des deux modules |M| et | m | [ou le maximum 
du module de • . •) dans le domaine E], 

44. Theoreme de M. Darboux. — Si nous fciisons va- 
riei * la decomposition en elements , de telle sorte que les 
dia metres de ces elements tendent vers zero, les sommes 
S et s tendront vers des limites fixes. 

En efTet, considerons, par exemple, les di verses sommes S. 
Leurs valeurs forment, comme nous venons de le voir, un 
ensemble borne, lequcl admet un minimum T. El l’on penl, 
quel que soit s, determiner une decomposition A', telle que 

la somme correspondante S'soit comprise entre T et 1 -p 

Soicnte,, . . .,e n les elements de cctle decomposition, /? leur 
nombre; on aura 



Soit A une autre decomposition quclconque. Nous y dis- 
tinguerons plusieurs sortes dYdemenls. i° Ceux qui sont in- 
terieurs a Fun des elements e { . .. ., e„ , par exemple a e A ; 
nous les designerons par e*,, ..... 2 ° Ceux qui empic- 
tent sur plusieurs des elements e,, . .., e u ; nous les designe¬ 
rons par e , .. ., e h . ... Nous representerons enfin par M*/, 
M/ les maxima de f dans les elements e\. On aura evi¬ 
dent men t 

M Ai =M Ay m ;= m , 

E e/ 

k, i l h 

et enfin, si S d^signe la somme correspondante a la decom- 
J. — Cours. I. 3 
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position considerce, 




Enfin, T etant lc minimum des sommes S, on aura 


S >T. 


De ces deux egaliles resulte immediatement la prcuve que, 
si le diametre des elements lend vers zero, S lend vers T. 
En efTet, les domaines e u e n etant mesurables, la dif¬ 


ference entre e * et la sommc ^ e^i des nouveaux elements 

<|iii 1 li i sont inlericurs lendra vers zero avec le diametre de 
ces elements. On pourra done, apres avoir choisi s aussi 
petit qu’on voudra, ce qui fixera le nombre n, assigner un 
nombre o, tel que si tous les elements ont un diametre << o 

cliacune des n sommes —% Chi devienne moindre que 


-r-r 1 -• Des lors, S sera compris entre T et T + s. 

a n {M — ni) ’ 1 

Ce nombre T se nomme X integrate par exces de la fonc- 

lion f(x : r, .. .) dans le champ E. 

C-/(ryy 'L A* \*> 


45. On voit exactement de la meme maniere que les 
sommes s admettent un maximum t et que, si Ton fait varier 
la decomposition de telle sorte que le diametre maximum 



VARIABLES RfiELLES. 


35 


des elements tende vers zero, la somme tendra vers t. Ce 
nombre sera Vintegrate par defaut de la fonction f dans 
le domaine E. 

46. Remarques. — i° Si E est forme par la reunion de 
plusieurs domaines mesurables E M E 2 , on pourra de¬ 
composer ceux-ci en elements infiniment petits e,, e->, . et 

former pour chacun d’eux la somme ^ La somme cor- 

respondante pour le domaine E s’obtiendra par l’addition de 
ces sommes partielles. Passant a la limile, on voit que l’inte¬ 
grale par exces de la fonction f, pour le domaine E, estegale 
a la somme des integrates analogues pour E 1? E 2 , .... l)e 
me me pour l’integrale par defaut. 

2 ° Nous savons qu’on peut determiner une suite de do¬ 
maines mesurables E,, ..., E,*, ..., dont chacun soit interieur 
au suivant et a E, et tels que leurs etendues aient pour li- 
mite E. L’integrale (soit par exces, soit par defaut) dans le 
domaine E sera la limite vers laquelle tend, pour n = zc, 
l’mtegrale dans le domaine E n . En effet, la difference des 
deux integrates est egale a l’integrale prise dans le domaine 
E — E„, et son module sera au plus egal a L(E — E„), quan¬ 
tity qui tend vers zero quand n tend vers oc. 

3° Nous avons admis, dans tout ce qui precede, que le do¬ 
maine E a une etendue mesurable. Une nouvelle definition 
nous permettra de supprimer cette restriction. On peut, en 
effet, toujours considerer E comme la limite d’une suite do 
domaines mesurables E,, ..., E„, ..., dont les etendues 
convergent vers une limite qui, par definition, n’est autre 
que l’etendue interieure de E. L’integrale (par exces ou par 
defaut) dans E n tendra, pour n = oc, vers une limite deter- 
minee. En effet, la difference entre les integrates dans E n el 
E m (m >> n) aura son module au plus egal a 

L(E /;| -E„) = L(E-E„), 

quantite qui tend vers zero quand n croit indefiniment. Nous 
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considererons celte limite de l’integrale dans E u comme re- 
presentant la valenr de l’integrale dans E. 


47. Nous appellerons oscillation de la fonclion f dans 
1 ’element e k la difference O* = M* — nik entre son maximum 
et son minimum. Cette difference ne pouvant etre negative, 
la difference 



M/,<?/, 



m k e I- — 1 i in 


2 


O x . £/. 


(‘litre les deux integrates par exces et par defaut ne pourra 
etre negative. Cherchons a quelles conditions elle sera nulle. 
Rcmarquons, a cet effet, que T etant lc minimum des 


sommcs ^ e t t lc maximum des sommes i m k e u , 

T — t sera le minimum des sommcs ^Ox e k . 


Cela pose, soit e un nombre positif choisi a volonte et con- 
siderons une decomposition quelconque de E en elements 
^i, . . ., e k , .... Soient 67 , . . . ceux de ces elements dans 
lesquels I’oscillation O; surpassc t] C{, ... les autres elements 
oil Toscillation O/^s. On aura 


(■) 



l0 t e l + l 


0/e,> 



Mais, d’autre part, 0/= M/— m L ne peut surpasser M — m 
(‘l s ; done 


(») 


| (M — in )^ e L 


Si done il est possible de determiner e de telle sorte que 
pour aucune decomposition ^ e L ne s’abaisse au-dessous 

d’un nombre positif fixe 1 , la somrne ^ O ti e k sera toujours 
superieure a tk ; el son minimum T — t ne pourra elre 
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moindre que sX. Au contraire, si, quel que soit s, on pent 

trouver une decomposition ou\ e L soit moindre que tout 

nombre positif donne, on pourra, en prenant £ assez petit, 
puis choisissant une decomposition convenable, faire de- 
croitre autant qu’on voudra les deux termes du second 

membre de ( 2 ) et rcndre ainsi^OA<?A moindre que tout 

nombre positif donne. On aura done 

T— t = o. 


48. Fojvctioins untegrables. — Une fonction ...) 

est dite integrable dans le domaine E, si ses deux integrales 
par exces et par defaut 


lim \ M k e k , t 


= Jim S 


m k e h , 


prises dans ce domaine, coincident, ainsi qu'il vient d’etre 
explique. Soit, dans ce cas, {x k ^y^ •••) un pointchoisi arbi- 
trairement dans I’element e k \ on aura evidemment 


M/,-/(x/,, r /o 

(Toil 


^ M*<?*> J/.-, • • • )<?*> ^ m k e k . 

La somme\/(xj,. ..)e* tendra done encore vers la 


meine limite que les deux sommes precedentes. Cette limite 
se nomine Yintegrate de la fonction f dans le domaine E. On 
la represente generalement par la notation 


I = ... )de ; 

^ est un signe de sommation, qui signifie limite de somme; 

de represente Tun des elements infiniment petits ci-dessus 
designes par e 1 , ..., e k , ...; il est sous-entendu que dans 
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chaque terme de la somme on doit substituer dans f aux 
variables x, y, ... leurs valeurs en un point de l’element de 
que Ton considere; enfin la lettre E, mise en indice, denote 
le champ de l’integration; on peut d’ailleurs la supprimer 
lorsqu’il n’y a pas d’ambiguite a craindre. 


49. II est clair que la valeur de F integrate I ne depend pas 
des variables de sommation x, y, ..., mais seulement de la 
nature du champ et de celle de la fonction f. Elle sera d’ail- 
Icurs comprise, d’apres ce que nous avons vu, entre ME et 
/mE, et son module ne pourra surpasser LE. 

Ces derniers resultats sont susceptibles d’etre un peu ge¬ 
neralises. Supposons quey’soit le produit de deux fonctions 
s, i dont la premiere soit integrable et reste positive dans le 
champ E. Soient M', m! le maximum et le minimum de A 
dans ce domaine; on aura 


M' 


1 ' ^ «( Xk> Xk> •••)«*> (•*>, Xk, • • •) Xk, ■■■) Ok 

Xk, ■ ■ ■ )ek 

et, en passant a la limite, 

J- ■■•)de = ...)de 

...)de, 

et, par suite, 

■•■)$(&> X> ...)<& = {*• J, ...)de, 


[a elant une quantite comprise entre M' et rn f . 

Cette proposition porte le nom de theoreme de la 
moyenne . 


50. Si le champ E est form6 par la reunion de plusieurs 
domaines mesurables E 1? E 2 , ..., l’integrale E sera evidem- 
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ment egale a la somme des integrales relatives a ces champs 

Si E n’est pas mesurable, nous le considererons, ainsi qu’au 
n° 46, comme limite d’une suite de domaines mesurables 

E*, ..., E„,-La limite des valeurs des integrales prises 

dans ces domaines sera, par definition, la valeur de l’integrale 
dans E. 

51. Soient f ,... des fonctions integrables dans un 
domaine E; I', I", ... leurs integrales} d , c", ... des con- 
stantes. 

La fo action 

/ = c7' + cy'+ ... 
sera integrable et aura pour integrate 
I = cT + cT+.... 

11 suffit, pour le voir, de passer a la limite dans l’identile 
,/*•,•••) e k = c’ ( x k , y k , ...) e k 

-+- c" ^/" (J?*, • • •) e k +- 

52. Le produit f'f de deux fonctions integrables esl 

integrable . En efifet, soient M', m' et M v , /?i" les maxima et 
minima de f et f" dans E; M/, et M*, m" k leurs maxima 
et minima dans e*; O', O', 0' k , leurs oscillations dans 

les memes domaines. 

Supposons d’abord que m' et m" soient positifs; in k , m " k , 
M*, M* l’etant a fortiori, on aura, dans tout felement e a, 

MiM ' k lff'lm k m' k . 

L’oscillation O* du produit ff" dans cet element est done 
au plus egale a 

MiMJ - m' k m" k = + m” k {W k - m' k ) 

= M'0l+M"0' k , 




4o 

(it, par suite, 
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Supposons, au contraire, que m\ m" puissent elre negatifs. 
Soil c line conslanle positive, plus grande que | m! | et | m” |. 
Les fonctions f f (x, y, c et f'(x, y, ...) -+- c seront 

integrables et auront pour minima les quantites positives 
//i' + c, m” + c. Leur produit sera done integrable. D’ail- 
leurs cf{x,y, ...), cf\x,y , . ..)le sont egalement, ainsi que 
la constante c 2 dont roscillalion est toujours nulle. Done, le 
produit 

rr =(/'+*) (/"+<0 -- cf-vf*- c 2 

sera aussi integrable. 


lim \ O/, <?/. ~ M'l 


c k 


53. Si la fonction f est integrable el si son maximum M 
et son minimum m sont de meme sig/ie, sera inte¬ 
rtable. 


/ 


En cflet, roscillalion Id* de y dans Telement e/ ( sera 


i i \ I /.— in / c i M/ ( .— m k O/,- 

,li k U/t I 


ni- " m- 


Donc 


M k”ik \ 

1 i in ^ ll/.e/■ < lim ^ O /.e k — o 


5 1. On dit que l’integrale 

Se/(J?, v, • • -)de 

est d’un ordre de multiplicity /*, si le nombre des dimen¬ 
sions du champ E, dans lequel elle est prise (ou, ce qui re- 
vient au meme, le nombre des variables independantes x> 
y , . . .) est egal a n. 


55. Les tlieoremes exposes jusqu’a present ne dependent 
aucunement de ce nombre n. Mais, dans le cas des integrates 
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simples, oil rt = i, il est necessaire, pour se conformin' au\ 
usages recus, d’introduire quelques legeres modifications 
aux notions precedentes. 

Presque toujours, le champ de ^integration esL lcdomaine 
d’un seul tenant forme paries nombres compris entre deux 
nombres fixes a et b. On doit alors partager l’intervalle ah 
en elements infiniment petits dx u dx 2j . . . , ct Ton repre¬ 
sente l’integrale par la notation 

f f(jr)dx. 

*- a 

On voit que le signe de sommation S a etc remplace par 
le signe equivalent f, et qu’au lieu de designer le champ 
par une seule lettre, on met en evidence ses deux extremites 
r/, 6, qu’on nomme les limites inferieure et superieure de 
l’integrale. 

Si b^> ci y ce sont la des changemenls de pure forme; mais 
si b << a, on introduit une nouvelle convention que nous 
devons signaler. Dans la theorie generate, l’etendue des ele¬ 
ments de etait toujours consideree com me etant une quanlite 
positive. Ici, au contraire, nous alfecterons cliacun des seg¬ 
ments dx du signe — si b < a (auqucl cas x decroit cn va¬ 
riant de a a b). 

II resulte evidemment de cette convention qu’on a 



hn outre, 


(4) f f(x)dx-±- f f (x) dx — I f ( x) dx . 

J a Jt, J a 

Car si ci<^b <^c, cette egalite est un cas particulier d’une 
proposition enoncee au n" 50, et notre presente convention 
la rend applicable aux autres cas. 

Si 


f(^) — c f f r (x)-hc"/"{x) 
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on aura (51) 


(5) 





dx —(— . . .. 


Si M, in designent le maximum et le minimum de f{x) 
dans le champ cib , et L le maximum de son module, l’eten- 
due du champ etant evidemment | b — a |, on aura (49) 


( 6 ) 

(7) 



dx < M | b — a |, 



< L|&— a\. 


50. Le calcul d’une integrate multiple d’ordre n se ra- 
mene, ainsi qu’on va le voir, lorsque le champ a une etendue 
mesurable, a celui de n integrates simples successives. 

Nous supposerons, pour plus de simplicity, n = 2 . Le 
champ E sera represente geometriquement par un ensemble 
de points (#, y) situes dans un plan. 

Celapose, les valeurs de auxquelles correspondent des 
points de E, forment un ensemble borne F. Soit r\ Tune 
d’elles. Les valeurs de x qui, associees a 7j, donnent des 
points de E, forment un ensemble egalement borne. Nous 
ne pouvons pas affirmer que ait une longueur mesurable, 
ni que la fonction f(x, y|) y soit integrable; mais cette fonc- 
tion etant bornee, on pourra toujours determiner, dans l’in- 
terieur de G y ,, son integrale par exces et son integrate par 
defaut. Ce seront des fonctions de y], que nous pourrons de¬ 
signer par J(y|) et y(*o), et qui sont bornees dans le do- 
maine F. 

Nous pourrons done determiner, dans I’interieur de F : 
1 0 Tintegrale par exces de J (yj), que nous designerons par K ; 
2 0 l’integrale par defaut de y(yj), que nous designerons par A'. 
Comme on a evidemment J(y^)> y( y^), k sera au plus egal a 
l’integrale par defaut de J(yi) et, a fortiori, au plus egal 
aK. 
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Nous allons montrer, d’a litre part, que K est au plus egal 
a Fintegrale double 

prise par exces. 

A cet eflet, decomposons le plan en rectangles infiniment 
pelitspar des paralleles aux axes. Celui de ces rectangles qui 
est limite par les droites x = #/, x = Xi-\-dx^ y=y kl 
y = y k —(— dy k a pour aire dxidyu', nous le designerons par 
eik, s’il est tout entier interieur a E, par e' ih s’il contient un 
point de la frontiere de E. Dans chacun des rectangles <?/*, la 
fonction f(x, y) admettra un maximum M/*; et dans les rec¬ 
tangles e' ik , elle ne pourra surpasser un nombre fixe M, 
maximum de f(x,y) dans le domaine E. 

L’ensemble est forme par les points communs a E et a 
la droite^ = r i . Les paralleles aux x que nous avons tracees 
partagent cette droite en segments, et Fintegrate J(yj) est 
egale a la somme des integrates partielles prises dans l’inte- 
rieurdes portions communes a Eet a ces divers segments. 

Supposons 7) compris entrey* et y k -\-dy k , k ayant une 
valeur determinee. Soit l’un des rectangles interieurs cor- 
respondants a cette valeur de k . Le segment de la droite y = r, 
contenu dans ce rectangle a pour longueur dxi et se trouve 
en entier dans E; d’ailleurs la fonction /en chaque point de 
ce segment a une valeur au plus egale a M/*. La valeur de 
l’integrale correspondante ne peut done surpasser M i k dxi. 

Soit, d’autre part, e' ik tin des rectangles egalement compris 
entre les droites y=y k ely=y k y- dy k , mais qui rencon- 
trent la frontiere de E. La longueur (interieure) de la portion 
de la droite y = r\ commune a E et a ce rectangle ne peut 
surpasser dxi \ la valeur de f ne peut y surpasser M; la valeur 
de l’integrale correspondante ne peut done surpasser Mdxj. 

La valeur de J(tj) ne pourra done surpasser la quantite 
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la premiere somme s’etendant a ceux des rectangles el la 
scconde a ceux des rectangles e ik ou k a la valeur constante 
que nous avons supposee. 

Si done nous designons par I* la valeur de l’integrale par 
execs de J(r 4 ) dans l’intervalle de v\ =yu a ^ =yk~\~ dy k , on 
aura 


I k < V-kdv k 


X ' 1 


k e ik 


■S“ 


e ik- 


Chacun des elements cly k interieurs a F donne unc rela¬ 
tion de ce genre. Sommanl ces egaliles, il vient 



^ a- -f- M 



On remarquera que dans la premiere somme du second 
membre figurent tons les rectangles ci k interieurs a E, car 
toute parallele aux x qui rencontre un de ces rectangles, ou 
passe a une distance de son contour moindre que i’ecart de 
ce contour a la frontiere de E, traverse necessairement ce 
domaine. Au contraire, quelques-uns des rectangles fron- 
tieres e' ik pourront manquer dans la seconde somme. 

Passons maintenant a la limite en supposant que lctendue 
des rectangles decroisse indefiniment. Le premier membre 
£1* aura evidemment pour limite l’integrale K. La premiere 
somme du second membre aura pour limite l’integrale double 


^ y f( x > . y ) P r i se par execs. La seconde a pour limite zero, 

si E est mesurable, comme nous l’avons suppose; car la 
somme totale des aires des rectangles frontieres tend vers 

zero, et a plus forte raison la somme e' lk , si el le ne s’etend 

i,k 

qu’a une partie de ces rectangles. 

Notre proposition est done demontree. 


57. On verra, par un raisonnement tout semblable, que 
I’integrale par defaut k est au moins egale a l’integrale double 
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^ f( x >y) de i prise par defaut. Mais, par hypothese, f(x,y) 

est integrable. L’integrale double a done la meme valeur, 
qu’on la prenne par defaut 011 par exces. On aura done 

K= S/^ ,7 )* =/ ’ 

et pour determiner l’integrale double, il suffira de calculer 
K ou k , qui s’obliennent chacun par deux integrations simples 
successives. 


58. Supposons en particular le champ E constitue de telle 
sorte qu’une paralleled = r k a l’axe dcs x ne coupe sa fron- 
liere qu’en deux points ay ant pour abscisses <p(r 4 ) et $(7,). 
Soit, pour fixer les idees, <I>(t 4 ) > <p (r 4 ). Si la fonction f(x, v,) 
est integrable dans l’intervalle de cp (r 4 ) a <I>(7 4 ), on aura 


J (T l )=y(r l )= / . 

(TQ) 


/(*> r i)<£ 


Soient b et B le minimum et le maximum de y dans toul le 
champ. Si J(r 4 ) est integrable de b a B, on aura 


K 1= 



/ / /(•**> \)dx 

'- l> L rr t ) 


et en appelant y la variable de sommation, precedemmenl 
designee par r 4 , 


SI f(x, r)de = K— f dy f 

kJc A A, 


( f> {) ) 


/O, y) dx 


/ ? 0 ') 




Supposons de meme : i° qu’une parallele x= 5 a l’axe 
des y ne coupe la frontiere de E qu’en deux points ayant pour 
ordonnees ^(q) et 2 0 que f(%,y) soit inte¬ 

grable de »}(!•) a W(5); 3° que son integrale J, (?) soit elle- 
meme integrable de a a A, a etant le minimum et A le maxi- 
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mum de x dans tout le champ E; on aura de la meme ma- 
niere 

dx l f(x, y) dy 

Lorsque le champ E est im rectangle, on a 

•K^)— a, W(x) = A, cj ? (y) — b, 4>(j) = B; 

et la comparaison des deux valeurs de l’integrale double 
donne 


S y^, r )de=f 


(8) Ini f(x,y)dx 

On peut, dans ce cas, representer cette integrale double 
par la notation plus symetrique 


— f dx f f(x,y) dy . 


f f f( x > y) dx d f> 

J h Jn 


qui met en evidence les deux integrations a ellectuer succes- 
sivement; ces deux operations peuvent d’ailleurs etre inter¬ 
venes, comme nous venons de le voir. 


IV. — Fonctions continues. 

59. Soit f(x,y, ...) une fonction des n variables x , 
y, . . . definie dans un ensemble E. 

Soient (a, &, ...) un point determine de E; h , A*, ... des 
quantites variables, assujetties a la seule condition que le 
point (a + A, b + k , ...) appartienne aussi a E. 

Si, pour toute valeur de la quantite positive s, on peut de¬ 
terminer une autre quantite positive 3, telle que Ton ait 

\f( a -f- h, b -4- A, . ..) — f(ci,b, . . .)| < e 

pour tous les sjstemes de valeurs de A, A*, ... pour lesquels 
on a 


|/i|<3, IA I < o, 


• • ? 



VARIABLES R&ELLES. 


4 ? 

on dira que la fonction f(x,y , ...) est continue cut point 
(a, b , ...)• 

La meme idee pent s’exprimer sous cette forme plus 
abregee : 

La fonclion f(x,y, ...) esl continue au point (a, si 

/(a -4- h, b k, . . .) —/(a, b, . . .) 
tend vers zero en meme temps que h, A', .... 

60. Soient f, f\, ... des fonctions des variables x, y, ... 
definies dans E. Les divers systemes de valeurs simultanees 
de ces fonctions correspondant aux divers points de E peu- 
vent etre considerees comme les points d’un autre en¬ 
semble F. Soit main tenant cp (f, f \, ...) une fonction des va¬ 
riables f, f s , ... definie pour tout point de F. II est clair que 
cp peut etre consideree comme une fonction d e x, y, ... de¬ 
finie pour tous les points de E. 

Une semblable expression se nomine une fonction de 
fonctions ou fonction composee. 

Si les fonctions f, f K , ... sont continues ciu point 
(a, 6, ...) et prennent en ce point cles valeurs a, a,, ...; 
si, de plus, la fonction cp est continue au point (a, a M ...), 
cette expression, consideree comme fonction de x , y, ... 
sera continue au point (a, b, ...). 

En effet, pour etre assure que l’accroissement de cp ait son 
module < s, il suffit, par hypothese, que les accroissements 
de f, f\ , ... aient leur module o; circonstance qui se pro- 
duira, par hypothese, toutes les fois que les modules des 
accroissements de x, y 9 ... seront moindres qu’une autre 
quantile fixe r\. 

Les fonctions x-hy, x — y , xy etant evidemment con¬ 
tinues pour tout systeme de valeurs de x, r, on obtient 
ce corollaire que la somme, la diff erence et le produit de 
deux fonctions continues sont continus. 
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G1. Sifest continue etd iff ere n te de z eroau point 

i 

j sera continue en ce point. 

Soient, cn cflTet, A.r, Ajr, ... un sysleme d’accroissemenls 
donnes a .r, y. . ..; A/ l’accroissement correspondant dc /; 

celui do j. sera 

_i_ [_ _A/_ 

J ■+■ \f f JU + A/). 

ot, si ! A/| <|/|, son module sera au plus egal a 

|A/*| 

I/IU/I-IA/IJ 


el sera moindre que s, si Ton a, en outre, 


|A/|< 


*\f I 2 
i-i-sl/l' 


Or il suffit, par hypothese, pour etre assure que ces inega- 
lites sont satisfaites, d’assujettir | |, | Ay |, ... a rester in- 

ferieurs a un no mb re fixe 3. 


02. Une fonction j\x,y. ...) esl dite continue dans un 
ensemble E, si elle est continue en chacun de ses points. 

Si cet ensemble E est borne et par fait, la continuity y 
sera un (forme. 

Ce terme demande quelques explications. 

Soit, en general, une fonction de deux series de va¬ 
riables j y , ... et hj -Supposons que, pour cliacune des 

valours de x, r, ... contenues dans un ensemble E, o tende 
vers une limite determinee lorsque /*, ... tendent vers des 
limites donnees a, .... L’ensemble de ces valeurs limites 
sera une certaine fonction <1> des variables x,y, .... 

On pourra, par definition, pour chaque nombre positif s 
et pour chaque point (x,y, . . .) de E, assigner un nombre 
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positif o, tel que Ton ait toujours 

(0 I ?(«*>/> •••)!<- 

d£s que | h — a |, ... sont < 3. 

II existe, d’ailleurs, une infinite de nombres 3 satisfaisant 
a cette condition; car, si elle est remplie pour une valeur de 
3, elle le sera pour toute valeur plus petite. Nous designerons 
par A le maximum de ces nombres 3 (si la condition etait sa- 
tisfaite pour toute valeur de 3, A serait infini). 

Nous obtenons ainsi, pour chaque valeur de s, un ensemble 
de nombres positifs A correspondant aux divers points de E. 
Cet ensemble de nombres admettra un minimum r, positif on 
nul, lequel ne depend plus que de £, et la condition (i) sera 
satisfaite pour tout point de E, lant que Ton aura 

\h — a\<r n 

Si done r k reste o, quelque petit que soit £, on pourra, 
pour chaque valeur positive de s, assigner un autre nombre 
positif 7) independant de x, y, ... et tel que l’on ait, pour 
tout point de E, 

| f o (x, yj .. . j hj . . .) ^( x y y , • • •) | <C £ 

des que | h — a |, ... sont << t,. 

On dira, dans ce cas, que la fonction cp converge unifor - 
mement vers sa limite 3> dans tout l’ensemble E. 

Appliquons cette. notion a une fonction f(x,y, ...) con¬ 
tinue dans l’ensemble E. D’apres la definition de la conti¬ 
nuity, /(x A, y -f- k, ...) tend vers f(x,y , ...) lorsque h 
k, ... tendent vers zero. Etla continuity sera uniforme si l’on 
peul, quel que soit s, trouver une quantite positive inde- 
pendante de x, y, . . . et telle qu’on ait, pour tout point 
de E, 

\f(x + h,y-+-k, . ..)l<£ 

des que 

I k\<r iy | A: | < tj, 

63. Ces explications donnees, procedons a la demonslra- 
J. - I. 4 
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tion da theoreme. II nous faut etablir que le minimum yj des 
nombres A correspondant aux divers points (x, y, • •.) de E 
est necessairement >> o. 

Supposons que y\ fut nul. L’ensemble des A contiendrait 
des nombres moindres que toute quantite donnee. Done E 
contiendrait une suite indefinie de points p 0 , p K , ..., p n , ... 
pour lesquels A serait respectivement moindre que s, 

£ £ 

-> • • •; — 5 
2 2 n 

Ces points admettraientaumoins un point limite H, puisque 
E est borne; mais E est, en outre, parfait; il contiendrait 
done le point II. 

Cela pose, on pourrait (28) determiner, dans la suite 
p 0 , /?,, p 2 , . une suite indefinie de points p a ^ p^ ..., 
Pa^ ... convergeant vers n et tels que a 0 , a<, . . ., a,* aillent 
en croissant; les valeurs correspondantes de A etant moindres 

que—> • • ••• decroitront indefiniment. 

^ 2 a o 2 a » 

On pourrait done trouver dans E un point tel que son 
ecart a II et la valeur de A qui lui correspond fussent simul- 
tanement plus petits que toute quantite donnee. Ge resultat 
entraine une contradiction. En effet, la fonction f etant con¬ 
tinue au point II = ( x 0 , y 0 , .. .), on peut assigner une quan¬ 
tite positive S' telle que Ton ait 

1/(^0+ Jo + ...)—f(x 0 ,y 0 , •••)|<^ 

des que 

|A|<8', |*|<8', 

et il est aise de voir que pour tout point II'= (x',y, . . .) 

de E dont l’ecart a II est < — > le nombre A sera au moins 

2 

<\/ 

egal a i • 

Soit, en effet, x 1 = x 4- A', y 1 = y A 7 , .... On aura, par 

hypothese, 0 
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et, a fortiori 

\"\<r m< 8 - 

Cela pose, on a, si | A | <] — > i A | < —, * • • > 

|/(*'h-A,/ + A, ...)— /(*'>/> •••)! 

= [/(«*' + A,y'-h A, ...)— f(x 0 , j 0 > ■••)! 

+ \f(*'>/> •••) —/(^’o,7o, •••) | 

< 1/(^0 -b A +A',JK 0 H- *-+-*'> • . •) — /Oo,Jo, ...) I 

+ \f( X Q A 7 , J'o H“ A 7 , • • •) f{ x o> J'o> • • •) I <1 £ > 

car | A +A'|, ( A + A' |, ... et |A'|, [A'|, ... etant < o', 

chacun des deux termes du second membre est << -• 

2 

64. Th£oreme. — Soient f, f { , ... cles fonctions de x , 
y, ... continues dans un ensemble E; e/ soit F Vensemble 
des points (/, , . . .) ywf correspondent aux divers 

points de E. 

x° Si E est borne et par fait, F le sera egalement. 

2 ° Si E est d'un seul tenant , F le sera egalement. 

Supposons, en effet, que E soit borne ct parfait. Si F 
n’etait pas borne, on pourrait y determiner un point </ 0 , ou 
la somme 

*=i/i + i/.i + --- 

fut plus grande qu’un nombre donne quelconque L; puis un 
autre point q { , ou cette somme fut 2 L; un autre point 
q 2 , ou elle fut >> 4L, etc. Soient /? 0 , p\, /> 2 ? • • • les points 
correspondants de E. Ils seront tous differents, car y, f K , ... 
n’ont qu’un seul systeme de valeurs en chaque point de E. 
Leur nombre etant infini, ils admettent au moins un point 
limite II, lequel appartiendra a E. Et l’on voit, comme au 
numero precedent, qu’il devrait exister dans E des points 
dont l’ecart a II fut moindre que toute quantite donnee, la 
valeur correspondante de s etant en meme temps plus grande 
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que toute quantite donnee. Ce resullat est contradictoire. 
Soit, en effet, c la valeur de s au point II. La fonction s etant 
evidemment continue, pour tout point de E dont l’ecart a II 
est moindre qu’un certain nombre 8, la valeur de s reste 
comprise cntre les deux nombres fixes <p — s et cp -f- e. 

II reste a prouver que F est parfait, c’est-a-dire contient 
son derive F'. Soit q' un point de F' vers lequel converge 
une suite infinie q Q , q K , ..., q ny ... de points de F. Les points 
correspondants de E, /j> 0 , p n , ... seront tous distincts, 

car a chaque point de E repond un seul point de F. Cette 
suite admet done au moins un point limite II, appartenant 
a E, et contient une suite de points p ao , , p aj , . .. qui con¬ 
vergent vers II. Les points correspondants de F convergent 
vers le point q de F qui correspond a IT ^ mais ils convergent 
vers q’. Done, q ' se confond avec q et appartient a F. 

Supposons enfin que E soit d’un seul tenant et montrons 
qu’il en est de meme de F. Soient q et Q deux points quel- 
conques de F; 

/> = (*>.>'>•••) et P = (X, Y, ...) 

les points correspondants de E; on peut les relier par une 
chaine de points intermediaires /?,, p 2 , ..., telle que l’ecarl 

I x k-¥\ — x k | + | J'A-m — Vk | H“ • • • 

de deux points consecutifs 

Pk— ( x k, fk ,--•) et Pk+i=( x k+i,yk+i, ••) 
et, a fortiori, chacun des modules 

| x k+\ ~ x k |, | J/,+1 — >'/, | , 

soit moindre qu’un nombre donne quelconque 7). 

Or, la continuite etant uniforme dans tout le domaine E, 
on peut prendre r, assez petit po«r que toute valeur de /, 
chacune des quantiles 

I f ( x k-\-\ y y k-4- 1 7 . . -)—fi(Xk,J'k, • ■ •) I 
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el, par suite, leur somme, devienne aussi pelile qu’on voudra. 
Or, cette somme represente l’ecart des points qn et qiii 
correspondent a pk et a pk + \ . Les points q, q^ ..., Q forment 
ainsi une chaine on l’ecart de deux points consecutifs est 
moindre qu’un nombre e choisi arbitrairement. Notre pro¬ 
position est done etablie. 

Corollaires. — Considerons en particular le cas ou nous 
n’avons qu’une seule fonction f de x, y, ... continue dans E : 
i° si E est borne et parfait, F admettra un maximum et un 
minimum et les atteindra (25); 2 ° si E est d’un seul tenant, 
F contiendra toute la suite des nombres compris entre son 
maximum et son minimum (34). 

Si au lieu d’une seule fonction continue nous en avons 
plusieurs/, f K , la fonction 

s — i/I ■+“ l/i I I 

jouira des proprietes ci-dessus. 

65. Soient w, v, . .. des fonctions des variables x, y, 
en meme nombre que ces dernieres, et definies dans un en¬ 
semble E. A chaque point (x, y, ...) de E correspond un 
point (w, ...); la reunion de ces derniers points forme 

un ensemble F. 

Supposons qu’a chaque point de F corresponde recipro- 
quement un seul point de E; on pourra considerer x,y, 
comme des fonctions de w, c, .. . definies dans l’ensemble F. 
Ce nouveau systeme de fonctions se nomme V inverse du 
sjsteme de fonctions primitivement considere. 

Si Vensemble E est borne et parfait, et les fonctions 
w, v, ... continues dans E, ••• seront reciproque- 

ment des fonctions de u, c, ... continues dans F. 

II nous faut prouver que, si l’on prend dans F une suite de 
points q K = (u t , , ...),..., q n = ( u n , ...), ... conver- 

geant vers un pointy (lequel appartiendra a F), les points 
correspondants p i = \x i ,y if ...), ..., p n =(x n ,y, n ...),... 
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convergeront necessairement vers le point II qui correspond 
* 

Supposons qu’il en soit autrement; il existera un nombre 
s tel qu’on puisse, quel que soit /i, trouver dans la suite 
p /t+ 1 , y> /i+ 0 , ... un point p a , dont Tecart a II soit >* s. Apres 
celui-la on en pourra trouver un autre /?p, et ainsi de suite. 

L’ensemble de ces points/? a , p$, . en nombre infini, ad- 
mettra au moins un point limite II', dont l’ecart all sera en¬ 
core ^s. On pourra determiner dans ceLte suite un point p\ 
dont l’ecarl a II' soit moindre qu’un nombre donne 3, puis 
un autre point p ^ plus voisin de II' que p\ et dont l’ecart a II' 

soit < -, et ainsi de suite. 

2 

Aux points /;> 0 y?^, ... ainsi obtenus, correspondent 
dans F les point q\, q^, .. . qui lendent vers y. Mais, a cause 
de la continuity des fonctions «, e, ..., ils doivent tendre 
vers le point y' de F qui correspond a II'. Done y = y', et 
ce point unique correspond a deux points differents II et II' 
de E, contrairement aux suppositions de Tenonce. 

GG. Une forte tio 11 f(x, y, ...) continue dans un do - 
maine E borne et par fait est integrable. 

On peut, en diet, quel que soit s, trouver une autre 
quantite positive r\ telle que Ton ait 

\f( x + /+ by • • •) — f y> • • • )l < £ > 

si | A I, [ A* |, ... sont<vi. Si done nous decomposons E en 
elements e * de diamelre << l’oscillation O* sera, dans 
chacun d’eux, << e. La condition d’integrabilite sera done 
satisfaite. 


V. — Fonctions a variation bornee. 

67. Soit y= f{x) une fonction d’une seule variable x, 
bornee dans un intervalle ab qui contienne les valeurs parti- 
culieres x 0 et X>x 0 . Donnons a x une suite de valeurs 
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croissantes x 0 , x t , ..., x n _ K , X, et soient y 0 , y l7 . .., Y les 
valeurs correspond antes de y. On aura 

(1) Y — j 0 — 7 *-,) = p — n, 

p designant la somme des termes positifs, n celle des termes 
negatifs dela somme ci-dessus. 

Nous dirons que p est la variation positive de y et n sa 
variation negative pourle systeme de valeurs x 0l x { , . ..,X. 
La somme 

( 2 ) yk-i\=P + n 
sera sa variation to tale. 

En changeant le nombre et la position des valeurs intcr- 
mediaires xx n _\ , on pourra faire varier ces trois 
sommes. En parliculier, si entre Xk_ { et x * on intercale une 
nouvelle valeur ces sommes conserveront leur valeur pri¬ 
mitive, si /(?) est compris entre yk-\ el yn\ sinon p et n 
seront accrus tous deux de la difference entre f(\) et celle 
des quantites^-u yh dont elle est la plus voisine, et t sera 
accru du double de cette difference. 

Cela pose, admettons qu’un des trois systemes de sommes 
/?, n, t admette un maximum. II en sera de meme de chacun 
des deux autres, en vertu des equations (i) et ( 2 ). On dira, 
dans ce cas, que y est une fonction a variation bornee 
entre x 0 et X. 

68 . Les fonctions a variation bornee, telles qu’elles vien- 
nent d’etre definies, onl pour caraclere specifique de pou- 
voir etre mises sous la forme 

y — z — u y 

z et u etant des fonctions positives, bornees et non decrois- 
santes entre x 0 et X. 

Pour le demontrer, considerons deux valeurs quelconques 
x\ x u dans l’intervalle de x 0 a X (Octant suppose compris 
entre x 1 et X). 



56 


PREMlfeRE PARTIE. — CHAPITRE I. 


Soient 

y\ y" les valeurs correspondantes de y ; 

p', n ’, t' les variations de y dans l’intervalle xx ' pour un 
choix quelconque de valeurs intermediaires x K , x 2 , ...; 

//, n" y t" les variations de y dans l’intervalle x 0 x' r en pre- 
nant pour valeurs intermediaires x { , x 2 , .. x f el d’autres 
valeurs quelconques x\ , ... intercalees entre x f et x"; 
p , /?, £ les variations de y dans l’intervalle total # 0 X, en 
prenant pour valeurs intermediaires x K , . .., x\ , ..., .r". 

On aura evidemment 

f—yo — p'— /*', y' f —yo-p"— 

P'<P"<P> n' = n" = n, = 

Mais, par hypothese, p y n y t admettent des maxima P, 
N, T. Donc,/V, /i 7 , ^ et/?' 7 , /z", t" admettent aussi des maxima 
P 7 , N 7 , T 7 , P 77 , N 77 , T 77 , et Ton aura les inegalites 

P 7 = P" = P, N 7 = N 77 = N, T 7 = T 7/ = T, 

desquelles il resulte que P 7 , N', T 7 sont des fonctions de x' y 
positives de leur nature, et, en outre, bornees et non decrois- 
santes de x 0 a X. 

Cela pose, en faisant varier le nombre et la position des 
valeurs intermediaires x iy x 2 ,...* on peut faire en sorte 
que p’ se rapproche indefinimenl de son maximum P 7 . La 
difference p' — n 7 etant constante, n f se rapprochera en 
meme temps de son maximum N 7 . L’equation 

y'—yo—p’ — n ' 
deviendra done a la limite 

y-?o= p '- n 7 , 

ce qui montre qu e y f estla difference des deux fonctions po¬ 
sitives, bornees et non decroissantes 

P'-h/o-hc et N 7 +c, 

c designant une constante positive quelconque > — y 0 . 
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Reciproquement, si y — z — u } z et u etant des fonctions 
positives, bornees et non decroissantes entre x 0 et X, sa va¬ 
riation tolale t sera limitee; car on a, en designant par s 0 , 
z { , , Z et u 0y u K , CJ les valeurs de z et de u pour 

x = x 0 , x K , ..., X, 

1 \ yk — yk-\ ! = ^ 1 Z k— U k —(z k _ 1 — M/-_i)| 

< I — 5 A— 1 I ■+■ | W A— W A-1 I < Z — H- U — . 


69. Soient y = z — w, y'= s'— deux fonctions a varia¬ 
tion bornee; leur somme 

Z -f- Z 1 ( U W'), 

leur difference 


et leur produit 


z -b u r — (u H- z') 


zz'-\- iiu 1 — (uz'-h zu 1 ) 


seront evidemment des fonctions de meme nature. 

Enfin, si y a une variation bornee, et si, de plus, son 

module a un minimum ut. different de zero, — aura une varia- 

• , y 

tion bornee. 

En effel, sa variation totale 


y 

Zj Yk fk-i 



Yk — Yk-i 
YkYk -1 



\y± •—.n-i 1 

i* 2 


reste toujours inferieurea un nombre fixe. 


70. Une fonction f(x) a variation bornee dans un in¬ 
tervals ab est integrable dans cet intervals . 

On a 

f(x) = y{x) — ty(x), 

v(x) et tp(#) etant des fonctions croissantes et bornees. II 
suffit done de montrer qu’une semblable fonction <f(x) est 
integrable. 

Decomposons le champ ab en elements e k \ soit O* l’oscil- 
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lation cle la fonction dans e*; on aura 


' S ^O k e k <e'S^O k , 

e designant le plus long des intervalles e *. 

Or, v(x) etant constamment croissante de a a fc, ^ 
representera evidemment son accroissement total 

?(#) — ?(«)• 

Cette quantite est une constante; d’autre part, si les ele¬ 
ments eh decroissent indefiniment, e tend vers zero; done 

lim^O*e*=o, et ®(x) est integrable. 

71. Soit./^#) = <?(x) — <}( x ) une fonction bornee, et h 
im infiniment petit positif. Les fonctions v(x) et &(x) etant 
non decroissantes, o(x — h) et ty(x — h ) varieront toujours 
dans le meme sens quand Jj, decroit, sans jamais surpasser 
les valeurs fixes et &(x). Elies tendront done vers une 
limite, et leur difference f(x — h) tendra aussi vers une li¬ 
mite, que nous representerons par f(x — o). 

On voit de meme que f(x -+- h) tend vers une limite, qu’on 
peut representer par f(x o). 

72. Une fonction f(x ), continue et a variation bornee 
dans V intervalle de x 0 d X, est la difference de deux 
fonctions continues et non decroissantes. 

En effet, f(x) ayant une variation bornee, on aura 

'f(x) et <]>( x ) etant des fonctions non decroissantes a varia¬ 
tion bornee. 

Considerons, en particulier, la fonction <?(x). Pour une 
valeur de x , intermediaire entre x Q et X, on aura 





VARIABLES REELLES. 


$9 

Si e tend vers zero, y (# — s), <p(# -b e), qui varient lou- 
jours dans le meme sens, tendront vers des limites deter- 
minees y{x — o) et y (x + o), et l’on aura encore 

y(x — o) < y(x) ^ y(x -h o). 

Si la difference y(x -+- o) — y(x — o) est egale a zero, la 
fonction y sera continue au point x\ sinon, cetle difference 
sera positive, et nous dirons que la fonction presente en ce 
point une discontinuite egale a cette difference. 

Cette discontinuite peut d’ailleurs se separer en deux par¬ 
ties : la discontinuite anterieure y(x) — y(x — o) et la dis¬ 
continuite posterieure y(x -4- o) — y( x )- 

La fonction o(x) n’etant pas definie pour les valeurs de la 
variable < x 0 ou > X, nous n’aurons a considerer, pour 
x = x 0y qu’une discontinuite posterieure ; pourx = X, qu’une 
discontinuite anterieure. 

Soient maintenant a y x deux valeurs quelconques de la 
variable; x K , ..., x n une serie de valeurs intermediaires entrc 
celles-la. Formons la somme des discontinuity 

y(ci -+- o) — y(ci) 

n 

+ °) — ?(^A— O)] + »(#) — '■?(•£ — O), 

1 

que nous designerons par 

S(a, x u .. ., x). 

Cette somme est au moins egale a cp(a-f-o) — cp(rt); mais 
nous allons voir, d’autre part, qu’elle ne peut surpasser 
?(*)“ ?(«)• 

Soit, en effet, ^ un point quelconque intermediate entre 
Xk et Xk +\; la fonction y etant non decroissanle, on aura 

?te+o) < ©(£*) < y(x A . +l — o). 

Soient de meme £ 0 et \ n des points respectivement interme- 
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diaires entre a et x t et entre x n et on aura 
?(«-+-O) < ®(5o) ^ t(^i — o), 

?(^n + O) ^ <?(£„) < — O). 

On aura, par suite, 

S (a, x u . . ., x) 

n 

< ?(*o) — ©( # ) + ^ [?(**) — ©(*A—1 )] ¥( X ) — r f (?/i) 

1 

<?(*)“©(«)• 

Cette somme restant ainsi inferieure a une limite fixe 
quels que soient le nombre et la position des points de divi 
sion x { , . . x //} adniettra un maximum S(a,x), que non 
appellerons la discontinuite totale de la fonction dan 
Fintervalle de a a x. Ce maximum sera compris entr 
<p(«H-o)— o(a) et y(x) — p(a). 

D’ailleurs, on a evidemment, d’apres la definition de 
sommes S, 

S («, x lf . . ., x) = S(a, x lt . ... X/.) -h S (x k , . .., x); 

d’ou, en supposant que Xk conserve une valeur constantc 
el passant a la limite 

S(a, x) =z S(a, b) -h S(b, x). 

On voit par la que la fonction S(.r 0 , x) est une fonction d 
x non decroissante de x 0 a X. 

Posons maintenant 

©(a?) = <?i(&) ■+■ S(x 0 , x). 

La nouvelle fonction ®\(x) sera continue et non decrois 
sante. 

On a, en effet, h etant positit, 

cfj(^r + /i)— cp A (^r) — c o(x-\-h) — S(a? 0 ,.r-hA) — <?(#) -4- S( t r 0 , a 
— o(x-^-h) — <?(x) — S(x, x H- h). 
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Cette quantile ne pent etre negative, car S(*r, x -+- h ) est 
au plus £gal a cp(# + h) — y(#). 

D’ailleurs elle tend vers zero avec h; car, S (x, x h) 
etant au moins egal a <f(x + o) — <p (x), elle ne saurait etre 
superieure a <j>(x + h) — <p(#-bo), qui tend vers zero 
avec A. 

La fonction non decroissante <J>( x ) admet en chaque point 
la meme discontinuite que <p(#), puisque leur difference 
v(x) — A(*r) est supposee continue. Done, dans tout inter¬ 
vals, x ) aura la meme discontinuite totale que o( x ), de 
telle sorte que, en repetant les raisonnements precedents, on 
aura 

= ~hS(x 0 ,x), 

etant une fonction continue et non decroissante et 
S(.To,#) representant la meme fonction que tout a l’heure. 
On aura done 

f(x) = o(x) — b{x) — ?1 (x) — ^ (x), 

ce qu’il fallait demontrer. 

VI. — Derivees et integrates des fonctions d’une 
seule variable. 

73. Soit f{x) une fonction d’une variable x , definie dans 
l’interieur d’un domaine D. 

Soient x 0 un point fixe interieur a D; 3 son ecart de la 
frontiere de D; tout point x 0 4- A ou | A j << o sera encore in¬ 
terieur a D. 

Si l’expression 

o+ h) —/(.r„) 

A 

tend vers une limite fixe lorsque A tend vers zero, cette li- 
mite s’appellera la derivee de f(x) au point x 0 et se repre¬ 
sented par f'(x 0 ). 

Si, pour tous les points interieurs a D, f(x) admet une 
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derivee, Tensemble de ces valeurs constituera une nouvelle 
fonction, egalement definie a l’interieur de D, qu’on nomme 
la derivee de /(x) et qu’on representera, avec Lagrange, par 
f r (x) ou, avec Cauchy, par D /(x). 

Toute fonction qui a une derivee est continue . 


En effet, l’egalite 

lim /(^ + /0 -/(..) =/'(*) 

h = 0 tl 

donne 

lim [/(x + A) -/(x)] =/'(*) limA = o. 


Si f{x) se reduit d une constante, set derivee sera nulle. 
On a, en effet, 


f(x H- A) — f(x) _ o_ 

h — A ’ 


d’oi. 


/'(x) = limo = o. 

Si f(x) = X, sa derivee est eg ale d i. Car on a 


d’ou 


fix 4- A) — fix) _ h _ 

1 Ti ~ Ti~ 

f\x) = lini i = i. 


74. Posons, pour abreger, 

h = Ax, f(x + A) —f{x) — A/(x). 
On a, par definition, 

=/■(.„ 

d’ou 


A/(*) 

Ax 


=/'(*)+ R, 


A/(x) = /^(x)Ax-t-R Ax, 


R tendant vers zero avec Ax. 

Ainsi A /(x) se compose de deux termes; l’un, f'(x) Ax, 
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simplement proporlionnel a A#, et qui conslitue sa valeur 
principale ; l’autre, R A#, infiniment petit d’ordre plus eleve. 

Le premier terme f r (x) A# se nomme la dijfferentielle de 
f(x ), et se designe par df(x). 

Dans le cas particulier ou f(x) se rcduit a x , sa derivee 
etantegale a Tunite, l’equation de definition 

(i) df(x)=f'{x) *x 

se reduit a 

dx — Lx, 

Substituant cette valeur de kx dans l’equation generale (i), 
on en conclura 

d f{x)=f\x)dx, f\x) = 

Cette nouvelle expression de la derivee par un quolient de 
diflerentielles est tres frequemment employee pour la repre¬ 
senter. 

75. Derivee d’une somme. — Soit y — u v — w une 
somme algebrique de fonctions ayant les derivees connues 
id , v\ w' . On aura evidemment, en designant par Ay, A u, 
Ae, A(v les accroissements de ces fonctions correspondant 
a l’accroissement h = hx donne a la variable independante, 

Ay A a Ae Liv 
Lx Lx Lx Lx ’ 

d’ou, en faisant tendre A# vers zero et passant a la limile, 

Ay Lu .. Ae Ltv . , . 

r — nm lim-h Jim-lim — = u 4 - v — \v. 

Lx Lx Lx Lx 

Derivee d’un produit . — Soity = uv , u et v ayant des 
derivees connues id et v f . On aura 
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Cette equation pent s’ecrire 

y f _ u r v' 

y ~~ u v 

Si Ton avait y — uvw. .., on aurait evidemment, d’aprcs 
cela, 

y r u f v r tv r 

■— — — 4 - — 4 - — 4 - • * • • 

y u v w 

Derivee d’un quotient . — Soitjy = on aura 

u 4- Aw it lit Iv 

A y (’ -i- Ac v _ lx 1.x 

lx lx v(v-\-lv) 

el, a la limite, 

, vu'—ud 


Derivee d’une fonction de fonction . — Soit y — F(w), 
u= f{x) etant lui-meme une fonction de on aura evi- 
demment 

Ay Ay lu 

lx lu lx 


et a la limite, Aw tendant vers zero avec \x, 

/= lim -4 lim £ = F'(«)«'= F'[f(.r)]/>(*). 


Derivee d’une fonction inverse. — Soit y =f(x) une 
fonction admettant une fonction inverse, de telle sorte qu’on 
ait x — cp (y). Si Tune de ces fonctions a une derivee connue, 
on aura immediatement la derivee de l’autre. 

On a, en effet, en supposant connue la derivee de cp, par 
cxemple, 


^7 _ 1 . 
lx lx ’ 


lim 


lx 

A 7 




mais 



Done, a la limile, 
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/'(*) 


'?'(/) 


i 

?'[/(*)]’ 


76. Si, en un point donne x, la derivee f'(x) nest pas 
mdle, on pourra assignor une quantite 3, telle quo 
V expression 

V(*0 =f(* + * x ) ~A X ) 


ait le signe de f\x) bx pour toutes les valeurs de \x de 
module << 3. 


On a, en effet, 


(Foil 


lim 


A /U0 


= /'(* 


V(*) 

A# 


— f( x ) “+■ R> 


R tendant vers zero avec A.r. On pent done assigner une 
quantite 3, telle que, si | \x | < 3, | R | soit < \f(x) |. Alors, 
/ / (^)-t-R ayant le meme signe que f(x ), A f(x) aura le 
meme signe que f\x ) kx. 


77. Theorems de Rolle. — Si f{x) admel une derivee 
dans l } intervalle de x 0 a X et s’annule pour e? X, sa 
derivee s' an nuler a en un point intermediate . 

Les valeurs de x qui sont >Xq et ^ X formant un ensemble 
borne et parfait, la fonction f(x) admeL, dans cet intervalle 
de Xq a X, un maximum et un minimum et les atteint effec- 
tivement (64). Si ce maximum et ce minimum sont nuls 
lous deux, f(x) sera constamment nulle, sa derivee aussi, 
et le theorems sera demontre. 

Supposons, au contraire, que le maximum, par exemple, 
soit different de zero. Soit £ la valeur correspondante de x , 
laquelle sera differente de x 0 et de X. On aura /'(!;) = o; 
car, s’il en etait autrement, l’expression 

/•(5 + A x)-f(l) 

J. — I, 5 
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aurait, pour des valeurs suffisamment petites de A.r, le signe 
de f'{\) A.r. En dormant, a A# un signe convenable, on pour- 
rait la rendre positive. Done i* ne correspondrait pas a la va- 
leur maximum de /, comme on I’a suppose. 

78. Corollaire . — Soient /(#), ©(#), tro ^ s f° nc " 

tions admettant des derivees dans Tintervalle de a a b\ con- 
siderons le determinant 

f(x) o(x) ty(x) | 

f(x-\-h) cp(^r-hA) L 

f(x-\-§h) o(,r + 0/i) ^(.r-i-O/i) j 

C’est une fonction de la variable 0, qui s’annule pour 
8 = o et 8 = i, et qui, d’apres les regies de derivation donnees 
ci-dessus (75), admet pour derivee, dans cet intervalle, le 
produit de h par le determinant 

f(x) v(x) ty(at) | 

A=: f(x-hh) cp ( x H- li ) ^ ( x 4- h ) j. 

f\x -f- 0 /i) o'(x H- o/i) f (^ + 0 /j) j 

Ce nouveau determinant devra done s’annuler pour une 
valeur de 6 comprise entre o et i. 

Posons, en particulier, A(,z) = i; d’ou b'(x) = o. Inequa¬ 
tion A = o deviendra 

[cp(jr) — &{x -+- 0/i) 

+ [f(x + h) -/(*)] o\x + OA) = o; 

d’ou 

f(x -l- h) —f(x) __ f'(x + Qh) ' 

2 o(x-\-h) — ^p(^) cp'(^r-h 0 h) 

Si nous posons, en outre, o(x) = x ; d’ou ® r (x) = i. celte 
derniere equation deviendra 

/ ' (y+/ l ) ~ /( ^ ) =/'(* + bh) 

ou 


(3) 


f(x -j- h) — f(x) z=z h f\x 4 - 0/i)- 
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Dans cette formule, x-\-§h est une quantite inconnue, 
mais comprise entre x et x + h. 

79. Si la derivee f\x) est constamment nulle dans cet in¬ 
tervals, on aura 

/'(a?-4-6/1) = o; 

d’ou 

f{x + h)—f{x) — o. 

Si cette derivee, sans etre constamment nulle, n’est jamais 
negative, f(x + h) — f{ x ) aura le signe de h. Soient, en 
effet, £ on des points de l’intervalle de x a x -+- h pour lcs- 
quels la derivee est positive; q + 3 un point infiniment voi- 
sin de £ et compris entre lj et x -f- h. On aura 

/(•**+ h)—f(x) 

= f(* + h) -fa 4 - 0 ) +/(5 4 - 8 ) -/(£) 4-/(0 -/(*) 

= (* + * - 5 - 8 ) /' ( r, ) 4 - [/a + 8 ) -/( 5 )] + (5 - X) f\r n ), - 

r, etant un nombre compris entre x + h ct £ 4- 8, r M un 
nombre compris entre i* et 

Si l’on prend 8 assez petit, /(£ 4- 8) — /(£) aura le signe 
de 8/'(!■)• D’ailleurs, f\\) est positif, /'(ri), /'(r H ) positifs 
on nuls. Enfin, 8 , x 4 - li — \ — 3, £ — x ont le signe de h. 
Done, sur les trois termes qui composent f(x 4 - h) — /(#), 
Tun a surement le signe de A, les deux autres ont aussi le 
signe de A, s’ils ne sont pas nuls. La somme a done le signe 
de A. 

On voit de meme que, si la derivee /'(#), sans etre con¬ 
stamment nulle, n’est jamais negative, f(x -f- A) — f( x ) sera 
de signe contraire a A. 

Nous pouvons done enoncer la proposition suivante : 

Th£oreme. — La fonction f(x) reste constants dans 
tout intervalle oil f f (x) est constamment nul; elle croit 
avec x dans tout intervalle oil /'(#) reste positif; elle de- 
croit an contraire, quand x croit, dans tout intervalle 
oil f\x) reste negatif. 
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Les deux dernieres parties de ce theoreme subsislent en¬ 
core si f(x) peut s’annuler dans l’intervalle considere, mais 
sans changer de signe, pourvu qu’il soit impossible d'isoler 
dans l’inlervalle considere un intervalle partiel dans lequel 
f'(x) soit constamment nul. 

80. Th£oreme. — Si f\oc) reste continu dans un en- 

■f / QQ j ^ y l Qg \ 

se ruble E borne et par fait, -^— -— y tendra uni- 

formement vers sa limite f r (x). 

En e(Tet, cette expression est egale a f\x -h 0 h). Mais 
f'(x ), etant continue, Test uniformement dans E (63). 

Done, on peut assignor une quantite r, independante de x* 
et telle qu’on ait 

\f'(x + OA) —f r (x) | < s 

des que le module de 8A et, a fortiori, des que celui de h 

<ist << v 


81. Theoreme. — Si la fonction f(x) est inlegrable de 
a d b y V in teg rale definie 



dx- F(X), 


oil x 0 et X sont compris entre a et b y est une fonction de X 
d variation bornee et continue . Si de plus f{x) est con¬ 
tinue au point X, F(X) aura en ce point une dcrivee egale 

Soit, en effet, p. le maximum de | f(x) | dans 1’intervalle ab. 
Decoinposons Tintervalle de x 0 a X en intervalles partiels 
x 0 x<, ..., X/<_\Xh, .^r,/_ 1 X. La variation tolale de la 
fonction integrale 
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relative a cette decomposition, sera 

Xk &k— 1 I < (^ | X X 0 I . 

On voit done qu’elle ne peut surpasser une limite fixe. Done, 
F(X) a une variation bornee. 

En second lieu, changeons X en X + AX; on aura 


1C 


f(x) dx 


AF(X) = 


f(x) dx ■ 


f'n 


x ) dx — 


J\x) dx, 


quantite qui tend vers zero avec A#, car son module est an 
plus egal a p | A.r |. 

Supposons enfin que f(x) soit continue au point X. On 
aura par definition 


J f(x)dx = \im^f(\ k ){ 


x k — x k _ x ), 


x f , ..., x n _ K etant des valeurs intermediaires infiniment 
voisines les unes des autres, intercalees entre X = x 0 et 
X + AX = ^ W , et 5 a une quantite intermediate entre Xk-\ 
ct Xk . 

On peut, par hypothese, quel que soit s, determiner une 
quantite 8, telle que l’on ait, tant que I h | < 8, 

l/(X -+- h) —/(X) | < e 

et, par suite, 

/(X + /i)=/(X) + R, 

R ayant son module < e. 

Supposons maintenant | AX | <8. A plus forte raison, les 
modules des differences 5 a— X seront < 8, et Ton aura gene- 
ralement 

/(£a)=/(X) + Ra, 


R* ayant son module <«■ 
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Substituant ces valeurs des quantiles/(S;*), il viendra 

{ x k x k- 1 ) — ^ L/(X) -+- R/,) {x k — x k _ x ) 
<]£[/(X) + S ](^4— **-,) | [/(X) 4-0 AX 

5^ [/(X) -«](**- **_,) = [/(X) - e] AX. 

La quantile 

^/($*)(**—^*-i) 

AX 

(’st done toujours comprise entre /(X)-f-s et /(X) — s. 11 
en sera de meme de sa limite 

f{x)dJC ' 

On peut, d’ailleurs, prendre £ aussi petit qu’on voudra, a 
condition de faire decroitre suffisamment AA\ On aura done 
a la limite 

X x + Ax 

f(x) dx 

■ ' -=/(X). 


F , (X)z=zlim- 


AX 


Remarque. — Si 1’on supposait X constant, mais x 0 va¬ 
riable, 1’integrale definie 

f f(x)dx 

serait une fonction de x 0 . D’ailleurs, elle est egale et de signe 
eontraire a 


/(*) 

X 


dx 


dont la derivee est egale, d’apres ce qui precede, a 
Sa derivee sera done — f (x 0 ). 
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82. Le theoreme qui precede montre que toute fonction 
f(x) continue dans l’intervalle de a a b est la derivee 
d’ une autre fonction F(x). 

11 est, d’ailleurs, aise de trouver l’expression generale des 
fonctions qui ont pour derivee f(x ). Soit, en effet, 

§{x) = F(#) -h y(x) 

l’une d’elles. Sa derivee sera 


F '(^) + ?'(*>) =/(■*) +?'(**)• 


Pour qu’elle se reduise a f(x ), il faut et il suffit que o'(x) 
soil nul. Done, 'f(x) se reduil a une constante c (79), qui 
peut d’ailleurs etre choisie arbitrairement. 

Lorsqu’on a obtenu, par un procede quelconque, une 
fonction §{x) ajant pour derivee f(x ), on trouve, sans peine, 
la valeur correspondante de e. En effet, dans l’equation 


i: 


f(x) dx — cf(X) 


■ c; 


faisons X = x 0 . Le premier membre s’annulant, il vient 

r1(X Q ) 4- C = O, 

et, par suite, 

f f{x)dx = §{X) — 3(x 0 ). 

d JL - 0 


On nomme fonctions primitives ou integrates indefinies 
de f(x ), les fonctions qui ont pour derivee f(x). On les 
designe par la notation 

f /(•*) dx 


pour mettre en lumiere leur liaison avec l’integrale definie. 

Cette expression, comme on vient de le voir, ne repre¬ 
sente pas une fonction determinee, mais une infinite de 
fonctions, differant les unes des autres de quantites con- 
stantes. 
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83. Derivation des integrates definies par rapport a 
un parametre . — Soit f(x,y, ..., a) une fonclion des 
variables x, y, ..., a qui reste continue tant que x, y, ... 
restent interieurs a un domaine D et a interieur a un do- 
maine A. 

Soit E un domaine borne et parfait interieur a D; pour 
toute valeur de a interieure a A, l’integrale 

aura une valeur determinee; e’est done une fonction de a. 

Cette fonction est continue; car, si l’on change a en a-f- Aa, 
elle prendra un accroissement 

Al = y, . . a -h Aa ) de — JS^/O, r, . . a) de 

— ...,z)de, 

dontle module ne pourra surpasser LE; L etantle maximum 
du module de A f(x,y, ..., a). 

Or, soit S une quantite dont le module soit moindre que 
J’ecart de a a la frontiere de A; le point a + Aa sera encore 
interieur a A, tant que | Aa | sera ^o. La fonction f restera 
done continue tant que x, y, ... se mouvront dans E et que 
le parametre variera entre a — S et a + S. Cet ensemble de 
valeurs etant evidemment borne et parfait, la continuite de f 
y sera uniforme; done L, et par suite AI, tendront vers zero 
avec Aa. 

Supposons de plus que f consideree comme fonction de a 
seulement ( x , y, . . . conservant des valeurs constantes) 
admette une derivee; ce sera une nouvelle fonction de x, 
y, , a, que nous pourrons designer par f%(x, y, ... , a), 
et nous aurons 

A f(x, J, . . ., a) =/i(*,y, . . ., a 4- 0 Aa) Aa, 

0 etant une quantite variable, mais toujours comprise entre 
o et i. 
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Si nous admettons enfin que soit continue dans le meme 
champ ou nous avons deja suppose que /l’etait, cette expres¬ 
sion sera de la forme 

[/i(^>y> . . a) + R] Aa, 

R lendant uniformement vers zero avec da, dans lout le 
domaine E. 

On aura'donc 


— — -a) 4- R] de 

— y> • ■ ■ > a ) de ■+■ 3 e r de - 

Soit L, le maximum de | R | dans E; on aura 


S £ r 


de 


< Li E, 


quantite qui tend vers zero avec da. On aura done 

Al 

= ^ 


lini ^ = S E / “ (a7 ’ 7, 


de. 


L’integrale I admet done une derivee, representee par l’inte- 
grale ci-dessus. 


84. Integration par parties, — Soit 
f(x)=zo(x)^(x) 

une fonction formee du produit de deux autres. On aura 
d f(x) = v'(x)'\>(x)dx-t-v(x)'\>'(x)dx 
et, en integrant de x = a a x = b, 

f c (x) ty(x) dx-h f o(x)ty'(x)dx 
da da b 

= f df(x)=f{b)-f(a). 
da 


Cette equation ramene, comme on voit, le calcul de Tune 
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des deux integrates qui figurent au premier membre au 
calcul de l’autre, qui pourra se trouver plus simple. 

Ce procede de reduction a regu le nom d 'integration par 
parties. 

Quant au second membre f(b )— /(a), il conviendra, 
lorsque la fonction f(x) a une expression compliquee, de le 
representer par la notation abregee 

[/(*)]£- 

VII. — Derivees partielles. Differentielles totales. 

85. lessons a la consideration des fonctions de plusieurs 
variables. 

Soit, par exemple, u=f[x 7 y) une fonction de deux 
variables x , y definie dans tout l’interieur d’un certain 
domaine D. 

Soit (x,y) un point quelconque interieur a D. On pourra 
determiner une quantite 5 telle que tous les points 

\x-hAx,y-h A/|, 
o u 

I Aa?! -r- I Ay I < o, 

soient encore interieurs a D. 

Changeons x en x + &x 7 sans faire varier y. Si l'expres- 
sion 

Af_± y) 

kx 

tend vers une limite fixe quand \x tend vers zero, cette 
limite se nommera la derivee par tie Lie de f par rapport 
a x au point x 7 y. On la represente indifferemment par 
Tune ou l’autre des trois notations suivantes : 

Si I’expression 

f(x,v Av) — f{x, y) 
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tend de meme vers une limite, ce sera la derivee partielle 
par rapport a y, et on la represented par les notations ana¬ 
logues 

f'y(x,r)> D r/(^>7), 

Si en chaque point interieur a D il existe des derivees par- 
tielles, chacune d’elles sera une nouvelle fonction de x, y , 
definie dans l’interieur de D. 

86. Supposons maintenant qu’au lieu de faire varier iso- 
lement x, y , on les change simultanement en x Ax, 
y -}- Ay, et etudions l’accroissement 

=f(* H" —A#,?)- 

Cette expression peut se mettre sous la forme 

f(x + A x,y-h A/) —f(x, y-j- Ay) -hf(x,y -+- A y) — /(x, y) 

ou, en appliquant la formule (3) du n° 78, 

f x (x + 6 Ax,/ 4- Ay) Ax -r-f y (x,y-+-0 1 Ay) Ay , 

9 et 9, etant des quantites plus petites que l’unite. 

Faisons tendre Ax et A/vers zero. 9 Ax et 9 f A y tendent 
a fortiori vers zero, de quelque maniere que puissent varier 
9 et 9,. Si done les fonctions f' x , f y sont continues an 
point x, y, les multiplicateurs de Ax et de A y tendront 
respectivement vers fx{oc^y) et f' y (x,y). 

Soit d’ailleurs E un ensemble borne et parfait quelconque 
interieur a D et dans lequel ff f' y soient continues. Leur 
continuite sera uniforme. On pourra done, quel que soit s, 
assigner une constante 3 telle que pour tout point de cet 
ensemble les differences entre ces multiplicateurs et leurs 
limites deviennent des que | Ax ], | A y | deviennent 3. 
On aura done 

(0 A /(■*>/) =f' x {*>y) +f'y(*>y) A/ -h R Ax + Ri A/, 

R et R { tendant vers zero avec Ax et Ay (et cela uniformement 
dans tout l’ensemble E). 
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On voit done que A f(x } y) se compose de deux parlies, 
F une 

( 2 ) */> 

simplement lineaire en hx et A y, Fautre composee de 
termes d’ordre plus eleve que Fun ou l’autre de ceux qui 
precedent. 

L’expression ( 2 ) se nomme la differentielle totale de 
f(x,y). Les deux termes qui la composent sont les difle- 
rentielles que l’on obtiendrait en faisant varier une seule des 
deux variables x , y et laissant 1’autre constante. On leur 
donne le nom de differentielles partielles. 

Si Ton supposait, en particular, que la fonction f(x, y) 
ne fiit autre que x, f x (x,y) se reduirait a 1 , et f y (x, y) a o. 
L’equalion 

y ) ==/*(*, y) ^ +f y (x, y) 

se reduirait done a 

dx — Ajr. 

En supposant que f(x,y) se reduisit a y, on trouverait 
de meme 

dy — ty, 

et, par suite, 

(3) d f{x, y)=f x (x, y) dx +f y (x, y) dy. 

Ainsi qu’on Fa vu aux n os 73 et 79, la condition necessaire 
et suffisante pour que f(%,y) reste constante lorsque x 
varie seul (et, par suite, se reduise a une fonction de y) 

cst /x(^.^) = 

De meme, la condition necessaire et suffisante pour que 
f(Xj y) ne depende pas dey est y) = o. 

Ces deux conditions reunies exprimeront que f est inde¬ 
pendant de x et de y, et, par suite, se reduit a une con¬ 
stante. Elies peuvent etre resumees en celle-ci 

Jf(&>y)=o. 
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Car, pour que celte expression, egale a 

y) 

s’annule identiquement, quels que soient A# et Ajk, il fanl 
et il suffit que f x (x, y) et f r (x , y) soient nuls separement. 

87. Admettons que, par un procede quelconque, on ait 
mis A f(x,y) sous la forme 

(4) A f(x , y) = A dx -+- B dy -+- Sdx 4 - Sj d/, 

A et B elant independants de dx et dy , et S, Sj tendant 
vers zero en meme temps que dx, dy\ on aura 

A )')y B = /y(«*> J'), 

d f(x, r) — A dx -+- B dy, 

Egalons en effetlesdeux expressions ( 1 ) et (4) de A f(x,y); 
il viendra, en divisant par dx , 

/r y ) -+“ B -+- [fy (#> 7 ) B l ] ^ = A + S ( B -+- S, ) ~~ • 

Faisons tendre dx et dy vers zero, de telle sorte que 
tende vers une valeur fixe X; on aura a la limite 

f'x}') +/r (•**> /) X = A 4 - B X. 

Cette egalite, aj r ant lieu quel que soit X>, se decompose dans 
Jes deux suivantes 

fx(x>y) = A, f y (x,y) = B. 

88 . La remarque qui precede permet de determiner aise- 
ment les derivees partielles et la differentielle totale d’une 
fonction composee. 

Soit, en efiet, une semblable fonction 

/("> <’> •• •)> 

//, e, ... etant elles-memes des fonctions des variables in- 
dependantes #, 7 , ... 
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Pour obteDir la diflerenlielle totale de celte expression, 
consideree comme fonction de x,y, ..., donnons a x,y, ... 
dcs accroissemcnts dx, dy, .... Soient A u, Ae, . . ., A f les 
accroissements correspondants de u, v , On aura 

A^ Aw + ^A^ + ...+ RA« + RiA^ + ..., 

7 dw de 


R, R,, ... tendant vers zero avec Aw, Ae, .... 

Mais on a, d’antre part, 

^a — ^ dx -+- dy + . . . + S dx -+- Sj dy + . . . 
dx dy 

— da -+- S dx -+- Sj dy -f-. . ., 

Ae = ~ dx -+- dy . .. 4- T dx -4- T { dy -+-. . . 
ox dy 47 

— dv H- T dx 4- Tj dy h- . . ., 


S, S|, . . ., T, T|, ... tendant vers zero avec dx, dy , 
Substituant ces valeurs dans l’expression de A f, il vient 


a /-— y du+y dv 

da de 


p dx -+- p, dy - 


f df du 
\du dx 


df dy 
dv dx 



dx 


( df da 
\da dy 


df dv 
dv dy 



-4-. . . p dx -+- p j dy -\-. . ., 


p, pi, ... tendant vers zero avec dx, dy. 

On aura done 

df _ df da df dv 

dx da dx dv dx ’ 

df _ df da df dv 

dy ~~ da dy dv dy ’ 


d S-% du + % dv + ---’’ 


et d’autre part 
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d’ou les deux propositions suivantes : 

La derivee, par rapport a une variable independante x , 
d'une fonction composee f( u , c, .. .) s’obtient en ajoutant 

ensemble les derivees partielles respective- 

ment multipliespar les derivees de u, v, ... par rapport 
a x. 

La differentielle totale df s'exprime au moyen de u, 
e, .. ., du , . . ., de la meme maniere que si //, o, 

etaient des variables independantes. 


89. Supposons que des fonctions u , v, ... des variables 
independantes x,y, ... satisfassent identiquement a une 
equation 

f(u, v, ...) = o. 

Le premier membre de ceLte equation etant une fonction 
composee de x , j', ... dont la valeur est constante et egale 
a zero, ses derivees par rapport a chacune de ces variables 
sont nulles. On aura done 

. ^ ^ 

dx du dx dv dx . ’ 

df _ df du df dv _ 

dy du dy + dv dy + ’ ’ °’ 


Ainsi toute identite f(u , e, . ,.) = o fournira de nou- 
velles identites en egalant a zero les derivees de son pre¬ 
mier membre par rapport a chacune des variables inde¬ 
pendantes. 

Ces nouvelles equations peuvent d'ailleurs se concentrer 
en une seule 

90. Nous dirons qu’une fonction f(x,y, . . .) est definie 
(ou jouit d'une propriete donn^e) aux environs du point 
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(#o? Jo? •• •) si Ton peut determiner un nombre positif A, tel, 
que la fonction soit definie (oil jouisse de la propriele de- 
mandee) pour tous les points (x, y, . ..) oil \x — Xo\, 
\y— Jo I, • • • sont y'i. 

91. Th£oreme. — Soit F (x,y, . ..,w) une fonction des 
variables .. u , laquelle s’annule au point 

(•^ 0 ) Jo. . • « , Wo )• 

Supposons : i° qu’elle soit definie et admette des derivees 
partielles continues F'^, F^., . F' u aux environs de ce 
point; 2 ° que F' u ne s’annule pas en ce point. 

On pourra determiner une fonction des variables x, 
r, ... definie aux environs du point (# 0 ?Jo? • • •) et pre- 
nant en ce point la vcileur u 0 , et qui enfin substitute d la 
place de u dans Vequation F= o, la rende identiquement 
satisfaite; cette fonction sera unique et admettra les de¬ 
rivees partielles 



En vertu des hypotheses faites sur Fexistence et la conti¬ 
nuity des derivees partielles F^., F^., . F' l0 on pourra de¬ 
terminer une quantite positive A, telle que, pour tous les 
points (x,y,...,u) oil \x — x 0 \, |jK —Jl'o •••, | u — u 0 \ 
sont ^ A, ces derivees partielles existent et different de leurs 
valeurs initiales (F^) 0 , (F',) 0 , .(F^) 0 de moins de e, en 
designant par e une quantite positive choisie a volonte, mais 
que nous supposerons moindre en valeur absolue que (F',) 0 . 

Si done on designe par A la plus grande des quantites 
| (F;)o | 4- s, | (F^.)o | + e, ... et par B Ja quantite | (F;) 0 1 — s, 
on aura, pour tous les points consideres, 

I f; | < | (F;) 0 1 + e < A, | f; I < A, ..., F' I > B. 

En outre, F' u conservera toujours le signe de (F^) 0 . 

Cela pose, soit3£ + i le nombre des variables x, j, .. u ; 
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designons par k le plus petit des deux nombres A, ^-^A. On 

aura, pour tous les points (x 0 -+- A.r, - j«o + A u 
ou Ax^k, Ay ^A, ... et A u^h, 

F (x,y, .u)= F (x,y, ..., u) — F(a? 0 ,j 0 , ...,u 0 ) 

= F' x (x 0 -h 0 A x,y 0 , . . ., u 0 ) \x 

•+■ Fy (#o + Jo + ^1 A J> • • • > w o) A J -I-. . . 

4-F;,(j? 0 H- Aa?,j 0 -f- Aj, a + e, n A«)Atf. 

Ghacun des /n premiers termes de cette expression a son mo¬ 
dule *< Ak. La somme de leurs modules est done 

< m A k < B A. 

Mais, d’autre part, le dernier terme a son module plus grand 
que B | Aw |. 

Si done nous posons, en particulier, A u = ± A, ce terme 
1’emportera sur la somme des autres et donnera son signe a 
l’expression. D’ailleurs, le facteur 

F* (x o -+- A^r, jo ~t“ Ay, • • •, u 0 //t A u ) 

a toujours le meme signe, celui de (F',) 0 - Done, si Ton pose 
successivement A u = h et A u = —A, on obtiendra, pour 
F(x,y, ..., u), deux valeurs de signe contraire. Mais F est 
une fonction continue de u ; elle s’annulera done pour une 
valeur de u intermediaire entre w 0 — A et w 0 -f-A. Elle ne 
s’annulera d’ailleurs qu’une fois, car sa derivee garde le 
meme signe dans tout cet intervalle. 

Nous avons done etabli qu’a tout systeme de valeurs de 
x, j, ..., tel que x — x 0 , y —j 0 , ... aient leurs modules 
non superieurs a A, correspond une valeur unique de u com¬ 
prise entre w 0 —A et w 0 + A et satisfaisant a l’equation 
F = o. L’ensemble de ces valeurs constituera une fonction 
de x, j, ... entierement definie dans ce domaine, et qui se 
reduit evidemment a w 0 au point (x Q ,y 0 , ...). 

Soient d’ailleurs (x, j, ...) et (x + Ax, y + Aj, ...) deux 
points de ce domaine; u et u + Au les valeurs correspon- 
J. — I. 6 
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dantes de cette fonction. On aura 


o nr F(.r 4- Ax, y 4- A y, . m + Am) — F(.r, y, . . ., w) 

— F' x (x 4- 0 Ax, y, . . ., w) Ax 

4- F^ (x H- Ax, y 4- 0 t Ay, Ay -h. .. 

+ F;*(a? -+- A.r, 7 + A/, . . ., u -4- 0 m A w) A w. 

Le multiplicaleur de A u ayant son module plus grand que la 
constante B, cette equation montre que A u tend vers zero 
avec Ax, Ay, .... 

Faisons, en particulier, Ay =.. .= o. L’equation se re- 
<luit a 

o — F;(^r 4- 0 Ax, y, . . u) Ax 

+ A x,y, ...,u-r- 0 /;i Aw) Aw ; 

d’ou 

Aw _ F^. (x 4- 0 Ax, y, . . ., w) 

Ajr — F^(j? 4- A.3?, y, . . ., w 4- 0 m Aw) 

et a la limite, en faisant tendre Ax vers zero, 

du _ _ F^(a?, v, . . w) . 
da? “ F ' u {x, y, . . w) 

Les autres derivees ••• se determineraient de memo. 


92. Tii£oreme. — Soient F*, ..., F„ n fonctions des 
m 4 - n variables x, y, ...; u, v, \v, ... s’annulant aupoint 
(./*o, 7 o? •••; *>o, •••)• Si Von suppose : i° qu’aux 

environs de ce point > ces fonctions admettent des derivees 
partielles continues; 2 ° que le determinant 


dF, dF, dF t 

dw de dw 

dF„ dl% dFji 

dw de dee 


ne s’annule pas en ce point y on pourra determiner un sys- 
teme de fonctions des variables x, y , ... definies aux en- 
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virons dupoint (# 0 > JKo? • • •)> prenant respectivement en cc 
point les valeurs u 0 , r 0 , w 0 , ... gwf enfin, substitutes a 
la place de u , r, w, ... equations F, — o, ..., 

F„= o, /es rendent identiquenient satisfaites. Ce systeme 
de fonctions est unique, et ces fonctions admettent des 
derivees partielles . 


Ge theoreme est etabli par ce qui precede, dans le cas ou 
Ton n’a qu’une seule equation, et nous pourrons, dans la de¬ 
monstration, supposer qu'il ait ete etabli pour le cas de 
n — i equations. 

Cela pose, pour que J soit ^ o pour le point # 0 , y 0 , .. . ; 
u 0l r 0 , w 0 , • •il faut evidemment qu’une au moins des de- 

. , dF t dF t dF t . rfr , , , c . 

rivees—> -r—> -r—> ••• soit dillerente de zero, Soit, par 
0u Q Ov 0 Ow 0 7 1 


exemple, ^o. On pourra, d’apres le theoreme du n° 91, 

determiner une fonction u de x, y, ...; r, iv, ... qui satis- 
fasse identiquement a l’equation F, = o et qui admette des 
derivees partielles aux environs du point Xo , y 0 , •••; ( ; 0 , 

iv> 0 ,-Substituant cette valeur de u dans les equations sui- 

vantes F 2 =o, ..., F,*=o, elles prendront la forme sui- 
vante 


^ 2 (x,y, ...) = o, . ^=o. 

Les fonctions ( F 2 , ..., <l> /2 , etant respectivement egales a 
F 2 , • •., F /0 admettront, aux environs du point x 0 , y o, .. .; 
i’o, w 0 , ..., des derivees partielles 


d<i> 2 dF 2 dF 2 Ou 

Ox Ox du Ox ’ 


0 & 2 dF 2 dF 2 du 

Ov ~ Of Ou Of 9 


\ 


0<l> 2 




Le determinant 



PREMlfeRE PARTIE. — CHAPITRE I. 


84 

des derivees partielles relatives a p, w, ... sera, en negligeant 
les termes qui se detruisent, 


()F 2 

dF, j 


d F 2 

^f 2 

1 i 

<?f 2 

d F 2 | 


dv 

dw 

du 

i 

da 

dw 

+ 

dv 

da 


dF z 

dF, 

dF, 

d h 

(9F, 

dF, 

-b 

dv 

dw 

da 

dw 

dv 

da 



Remplacant 


da da , , 

-r- ? — 5 ♦ par leurs valeurs 

dv dw 


dF, 

d l± 

dv 

dw 

~Sf7’ 

~ ~<*fT 

da 

da 


cette expression deviendra egale a ; et, comme a an 

du 

point • • •; ^ 0 ) ^<m <v oi • • •) une valeur finie et differente 

de zero, J, sera lui-meme lini et different de zero. 

On pourra done, par hjpothese, determiner des fonctions 
v, w, ... des variables independantes x 9 y, ..., qui satis- 
fassent identiquement aux equations <J> 2 = o, <J> 3 = o, ..., qui 
se reduisent a c 0 , w 0 , ... pour x = x 0 , y = y 0 , ... et qui 
admettent des derivees partielles aux environs de ce point. 
Substituant ces valeurs de v, vv, ... dans l’expression de //, 
on obtiendra pour a, v , w 9 ... des fonctions de x, r, ... 
satisfaisant aux conditions requises. 


93. On donne le nom de fonctions implicites a celles 
qui sont ainsi definies par un sjsteme d’equations non reso- 
lues 

( F i (#>y> • ••> u 9 v 9 w, ...) = o 9 

\ 7 n(x,y, . . ., U,V, W, . . .) =Z0. 

La demonstration precedente monlre a la fois que ces 
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functions u , w, ... existent et qu’elles admettent des 
derivees partielles. 

L’expression de ces derivees partielles s’obtiendra d’ail- 
leurs aisement en d^rivant les identites (5) par rapport aux 
diverses variables independantes. On trouvera ainsi, en deri- 
vant par rapport a x , par exemple, 

/ dF, dF, du dFj dv dF t dw _ 

i dx du dx dv dx dw dx ~ + "‘ *' 

( 6 ) .> 

I dF \ dF„ du_ dF,* dv dF„ dw _ 

I dx du dx dv dx dw dx ’ ’ ’ ’ 

systeme dVquations lineaires dont la resolution donnera 

• • •> sous forme de fractions avant J pour dcno- 
dx dx dx v 1 

minateur. Ge determinant etant par hypothese une fonction 

continue de x, y, ... et de w, v, w , ... qui sont elles-memes 

continues en x , y, ... est une fonction continue de x, y, — 

D’ailleurs, au point x Ql y 0 , ..on a u = u 0 , v = v 0 , . .. et 

J ne s’annule pas. Done, dans un certain domaine autour de 

ce point, J sera encore different de zero, et les valeurs de 

du dv 

dx 9 dx 5 

venir illusoires. 

94. Les considerations precedentes fournissent la solution 
d’une question importante : 

Soient 

( 7 ) —f \ (^1) • • • > ' x 'n)’i • • • i u m —f m (*^1 j • • • > &n ) 

m fonctions des n variables independantes x ..., x n 
admettant des derivees partielles continues. Nous dirons que 
ces fonctions sont independantes s’il n’existe entre elles 
aucune relation qui permette d’exprimer l’une d’elles au 
moyen des autres. 

Un systeme de fonctions tel que ( 7 ) etant donn£, propo- 


• • • fournies par les equations (6) ne pourront de- 
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sons-nous de rechercher combien i 

1 contient de fonctions 

independantes. 



A cet eflet, formons 

le tableau des 

derivees partielles 

d A 

dA 

dA 

dx? 

dx 2 ' 

<W 

... j 

d/m 

d/m 

• • • • J 

d/m 

dxi ’ 

dx 2 ’ ’ ‘ ‘ ’ 

dx n 


Avec les elements communs a un certain nombre de lignes 
de ce tableau et a un nombre egal de colonnes on peut 
conslituer un determinant. Construisons tous les determi¬ 
nants de ce genre. Nous pourrons enoncer le theoreme sui- 
vant : 

Theoreme. — Si Vun des determinants dp 2 elements, 
tel que celui-ci 

j dj\_ b 

I dx { 0x p 

D= .. . . . • , 

dfn_ pfp 

| dx l dx p 

ne t s’annule pas au point (£,, . . ., £,*), et si au contraire 
tons les determinants d (p -b i ) 2 elements sont identique- 
ment mils aux environs de ce point: 

i° Les fonctions u ,, . . u p seront independantes aux 
environs de ce point . 

a 0 Au contraire, u p+ \, ..., u m pourront s exprimer en 
function de u iy . . ., u p . 

i° En effet, soient v { , . . v m les valeurs de u s , . • •, u m 
au point (£,, £,*). Les equations ( 7 ) etant mises sous 

la forme 

( 8 ) /1 — If j ~ O, • • • > fni tl m — O, 

le determinant des derivees partielles de leurs premiers meni- 
bres par rapport a x ,, . . ., x p , u p+ \, . .., u m sera evidem- 
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ment egal a (— i) w_ ^D. II sera done different de zero an 
point _(5i, . r 4 , v m ) et V on pourra regarder les 

equations ( 8 ) comme definissant implicitement x K , ... 7 x py 
itp+i, .. u m en fonctions de u t , .. u p , x p+x , .. x n aux 
environs du point (y K , v p , 1-^+,, ..., ). A chaque systeme 

de valeurs u u ..., u p , ..., x n suffisamment voisincs 

des valeurs initiales v py • ••, £« correspondra 

nn systeme de valeurs de x K , ..., Done, reciproquement, 
u s , .... Wy, pourront, par un choix convenable de valeurs 
de x K , .. x n prendre tout systeme de valeurs suffisamment 
voisin de , ..., v p . Done les fonctions u u . .., u p sont in- 
dependantes. 

2 0 D’autre part, u p+ \, ..., it m sont aussi des fonctions des 
nouvelles variables independantes u K , ..., x P +\, .. . y x„. 
Mais il est aise de voir qu’ils ne dependent pas de .r y , + ,, 
x n , Soient en effet u L l’une quelconque des fonctions u P +\, — 
u, x k 1 ’une quelconque des variables ..., nous 


allons montrer qu’on a = o. 

n d«r* 

On trouve en effet, en derivant les equations (8) par rap¬ 
port a x /(, 


d J± dx \ , , f>f\ <*x v | <?/i _ q 

d^ d#/ f * ’ ' d#/ c d#4 ’ 


<*K t , , df P djrp | df p =q 

dx x dx k * * * dx p dx k dx k 5 

dfi dxi + | <?/,• <tap <?/,• <?«; 

d^ d^/t d^y, d^c-yt d^>t dj?4. 


d’ou,en eliminant 


dx x 

dx k 


dxp 

dx k 


n dlli r, 

D 3 - — °> 

dx k 


et enfin 


ditj 

0x k 


Done u p +\, ..., u m sont fonctions de u x , ..., u p seulc- 
ment, et la seconde partie du theoreme est demontree. 
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9o. Le cas le plus interessant de cette analyse est celui oil 
m — ii . Dans ce cas, pour que lcs n fonctions u s , .. u n 
soient distinctes, il faut et il suffit que le determinant 





... */* 



T 

dx x 

dx n 



J - 

dfa 

dfn 




dx t 

dx n 

1 

ne soit 

pas identiquement nul. 



Cela 

equivaut evidemment 

a dire que les 

tolales 






d /± dj;t+ .. 

df t , 
dx, t dx "’ 


Tx dx ^" 

.+ *P~dx, 

dx n 

j 

n 


sont lineairemenl distinctes. 

Le determinant J se nomme le jacobien des n fonctions 
u i, ..Un par rapport aux variables x K , .. x n . 

On le represente souvent par la notation 

d(u ly . ,.,u n ) 

d{x l} . ...x n y 

afin de rappeler qu’il joue dans la theorie de ce systeme de 
fonctions un role analogue a celui de la derivee dans celle 
des fonctions d’une seule variable. Void quelques exemples 
de ces analogies : 

i° Supposons que ..., x n , au lieu d’etre indepen- 
dantes, soient elles-memes des fonctions de nouvelles va¬ 
riables y K , .. y, n definies par des equations 

Les fonctions 

iii=fi(x u ...,x n ) 

dcviendront, par la substitution de ces valeurs, des fonctions 
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d ey,, y„, telles que 

— ij • • • > Xn ) —- ^ (.Tl* • • • t y n) 1 

ct l’on aura ^videmment 

d<t‘, _ dfj_ d^_ + + dfi_ d^_ _ 

dy k ~ dx t dy k dx n dy k 

Le determinant 

d(«i, . ■ ■ , »„) 

•••>/«)’ 


form^ avec les elements 

dy k 

deux determinants 


est evidemment le produit des 


et 


On a done 


( 9 ) 


d(«i, 

d(ji, 



d/, 



dx t 

dx n 

_ d(«,, .. 

««) 

dfn 

dfn 

' d(a?„ .. 

1 tr„) 

dx t 

dx n 



d<fi 

d<p, 



dr, 

d/« 

_ d(x„ 


d<p« 

d?„ 

~ d(/,, .. 

/«) 

dx A 

d^r re 




_d(«,, 

d(^. 

.. • ••»•*„) 


• • -,yn) d(x u . ..,x n ) d(yi, . 


Supposons, en particulier, que les variables x soient 
exprimees en fonction des variables u, de telle sorte que 
r ( , .. y„ se confondent avec u n . La formule prece- 

dente deviendra 


d(u it ■ . Un) djXu ...,x„) _ i 
d(x„ ...,x n ) d(«,, 

Les formules ( 9 ) et ( 10 ) sonl la generalisation evidentc de 
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celles qui donnent la derivee d’une fonction de fonction on 
d’une fonction inverse. 

VIII. — Lignes continues. — Lignes rectifiables. 

96 . Lignes continues. — Une ligne, etant definie comme 
le lieu des positions successives d’un point mobile, sera re¬ 
presentee, dans le cas du mouvement plan, par un sjsteme 
de deux equations 

•*=/( 0, y — ®(0> 

f e t <p etant des fonctions de la variable independante t , qu’on 
pourra considerer comme figurant le temps. Si ces fonctions 
sont continues, la courbe sera dite continue . 

Supposons que t varie de la valeur initiate £ 0 a la valeur 
finale T. Si les valeurs finales de x , y coincident avec leurs 
valeurs initiates, la courbe sera fermee. 

Plus generalement, si, pour plusieurs valeurs differentes 
de t , x et y reprennent le meme sjsteme de valeurs, la 
courbe passera plusieurs fois par un meme point, que Ton ap- 
pellera un point multiple. 

La distance d’un point fixe (5,7^) au point (^, x, y) d’une 
ligne continue est une fonction continue de t ; si le point (q, 7,) 
n’est pas sur la courbe, cette fonction ne s’annulera pas; elle 
admettra done un minimum different de zero, qu’elle atteindra 
pour une certaine valeur de t , et qu’on pourra appeler la 
distance du point (£, ) a la courbe. 

Soient de meme (£, x , y) et (u, ?i) deux points pris res- 

pectivement sur deux courbes continues 

• p =/(0, y = ? (0 ct ? = 7)=4>(a). 

Lctir distance sera une fonction continue de t et de u. Si les 
courbes ne se rencontrent pas, elle atteindra, pour un cer¬ 
tain sjsteme de valeurs de t et de u, une valeur minimum, 
qui sera la plus courte distance des deux courbes. 
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97. Considerons enfin line courbe fermee C continue 
et sans point multiple, decrite en faisant varier t de t 0 a 
T= t 0 -\- <*>• Elle sera caracterisee par deux equations 

ou les fonctions F et $ sont definies de t 0 a t 0 to, et satis- 
font aux relations 

F(£ 0 -+- w ) — F(^o)> ^(^0+ w ) = ^(^o)* 

A chaque valeur de t comprise dans cet intervalle corres¬ 
pond un point different de la courbe, sauf les deux valeurs 
extremes t 0 et t 0 + to, qui correspondent au meme point. 

Soient f(t) et cp(^) deux fonctions respectivement iden- 
tiques a F(j) et a <$(j) dans l’intervalle de t 0 a t 0 -f- to, et de¬ 
finies pour les autres valeurs de t au moyen des relations 

/(^ + to) =f(t), © (i + w) = <f(i). 

Ces nouvelles fonctions seront continues, et les equations 
■* = /( 0 ) 7 = ?( 0 > 

oil t varie de —oo a -f-oo representeront encore la meme 
courbe que precedemment, decrite une infinite de fois, de 
telle sorte qu’a chaque pointy y de la courbe correspondent 
une infinite d’arguments t differant entre eux de multiples 
de (o. 

CeJa pose, soient 

(t,x,y) et (t r ,x\y') deux points variables pris sur une 
meme courbe C continue et fermee, sans point multiple: 

A = \J(x 1 — x) 2 -+- (7 — y) 2 leur distance; 
t r — t = h la difference de leurs arguments. 

Ces arguments n’etant determines pour chaque point 
qu’a un multiple pres de o>, on peut evidemment les choisir 

de telle sorte que h ne surpasse pas ^ en valeur absolue. On 

peut admettre, cn outre, qu’il est positif, en echangeant au 
besoin les deux points x , y et x', y r . 
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D’apres les proprietes des fonctions continues, on pourra, 
quelle que soit la quantite positive a, determiner une autre 
quantite (3 telle que, pour toute valeur de h moindre que (3, 
on ait 

!•*'— • r l<'- 7 => \y'—y\<-i=’ d ’ ofi A<a. 

y 2 2 

Done, si h tend vers zero, il en sera de meme de A. 

Reclproquement, si A tend vers zero, il en sera de meme 
pour h. En effet, A est une fonction continue de t et de li\ 
car la difference entre la distance des points t r t he t celle 
des points t + dt, t dt + h dh est au plus egale en valeur 
absolue a la somme des distances du point t au point t -h dt , 
et du point t -f- li au point t -f- dt .+ h dh, lesquelles dis¬ 
tances tendent vers zero avec dt et dh. D’autre part, A ne 
s’annule que pour h = o. Done, parmi tous les systemes de 
points t, t + A, ou h n’est pas inferieur a une quantite fixe 
fb, il en existera un pour lequel A prendra une valeur mi¬ 
nimum <x f differente de zero. Done, quel que soit d’ailleurs t , 
A ne pourra s’abaisser au-dessous de a' sans que h s’abaisse 
au-dessous de J3'. 

Si done A tend vers zero, h tendra egalement vers zero, et, 
par suite, la distance du point t a un point quelconque de 
bare compris entre les points t, t -f- h tendra aussi vers zero. 

98. Cela pose, donnons a l’argument t une suite de va¬ 
lours infiniment voisines t 0 , , ..., embrassant une periode to. 

Sur les points de G ainsi determines, construisons un poly- 
gone inscrit P. La distance d’un quelconque de ses sommets, 
tel que £/, aux divers points de l’arc de courbe et no- 

tamment a son autre extremite £/ +i , pourra etre supposee 
<< o, 3 etant une quantite infiniment petite, independante de 
la position du point £/. La distance d’un point quelconque t, 
pris sur l’arc t c ti +i , a un autre point t' pris sur la corde 
^/^■+ijsera 

< tti ti t r ^ tti -+ ti ti + i 2 6. 
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Le polygone P peut avoir des points multiples; mais on en 
deduit aisement un polygone reduit P' sans point multiple, 
et tel que la distance de deux points quelconques t , t j 1 pris 
sur une partie de la courbe et sur la partie correspondante de 
ce polygone, soit infiniment petite, et cela uniformement. 

Suivons, en effet, le contour du polygone Pjusqu’a ce que 
nous arrivions a un point multiple a ; soit le cote sur 

lequel il est situe. Continuons a suivre le polygone jusqu’a 
ce qu’on arrive a un second cote ,, passant egalement 
par le point multiple a . Les droites et { ayant une 

longueur << 8 et se coupant au point a, la distance des points 
ti et tj i+K sera < 2 S, quantite infiniment petite. La difference 
4-h — ti de leurs arguments sera done << £ en valeur absolue, 
£ etant une quantite infiniment petite. 

Si cette difference est positive, la distance au point ti d’un 
point quelconque de l’arc t;t l+l .. . sera < tj etant un 
infiniment petit. La distance d’un point quelconque t, pris 
sur la partie ti... t * de cet arc a un point quelconque t' pris 
sur la droite ti a, sera done << Y) + 3. D’autre part, la distance 
de deux points quelconques pris sur Pare t^tf ^ + , et sur la 
droite at^ +{ est <<2 3. Si done, en decrivant le contour du 
polygone P, nous nous abstenons de decrire la boucle 
ati+\ .. .tkCi, de maniere a substituer a la ligne polygonale 
titi+i ... tk la droite tia et, au cote la partie cit h+K de 

cette droite, nous obtiendrons un polygone reduit P,, ayant 
moins de points multiples que P, et tel qu’en prenant arbi- 
trairement deux points t' sur une partie de la courbe et 
sur la partie correspondante du polygone, leur distance soit 
constamment < a, a designant un infiniment petit, egal a la 
plus grande des quantites r 4 + 3, 2 3. 

Si la difference — ti etait negative, au lieu de sup- 
primer dans le polygone P la boucle citi +s ...^a, on suppn'- 
merait l’autre boucle ... tia, et Ton arriverait evidem- 
ment au meme resultat. 

Si le polygone P< preseute encore des points multiples, on 
y supprimera une nouvelle boucle, et ainsi de suite, jusqu’a 
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ce qu’on arrive a un poljgone reduit P', sans point multiple, 
et jouissant des memes proprietes. 

99. Ce nouveau poljgone P' divise le plan en deux re¬ 
gions, Pune exterienre, l’autre interieure. 

Nous allons elablir qu’il existe toujours un point /?, situe 
dans la region interieure, et dont la plus courte distance a P' 
surpasse une quantite fixe, differente de zero. 

Soient, en effet, A = (t 0 , JPo) et B = (t K , x u y K ) les 
deux points de la courbe C pour lesquels x atteint sa plus 
plus petite valeur x 0 et sa plus grande valeur x K . La courbe 
sera formee de deux arcs, Tun allant de A en B, Pautre reve- 
nant de B en A. 

Considerons sur ces deux arcs deux points (*, x, y) et 
(V, x'^y), dont les abscisses soient comprises entre x 0 -f- (3 
et Xi — ,3, (3 etant une quantite fixe arbitraire, moindre que 

j a <ji s t ance de c hacun de ces points a Pun quel- 

eonque des points A, B etant > J3, les differences des argu¬ 
ments, t — t 0j t K — t , t '— 1l o— t f j surpasseront une quan¬ 
tity fixe y; et, comme l’argument varie de to quand on decrit 
la courbe entiere, on en conclut que t '— t est compris entre 
2 y et to — 2 y. La distance des points t et t! ne pourra done 
s’abaisser au-dessous d’une quantite fixe d . 

Cela pose, la distance entre deux points choisis a volonte 
sur deux portions correspondantes de la courbe C et du po¬ 
ljgone P' est << a, a designant un infiniment petit. On pourra 
done determiner sur P / deux points A', B', dont les distances 
a A, B soient respectivement <^a; et le poljgone se compo- 
sera egalement de deux arcs poljgonaux, Pun allant de hi a 
B 1 , l’autre revenant de B' a A'. Prenons respectivement sur 
ces deux arcs deux points (£, y|), (£', r/), dont les abscisses 
soient comprises entre # 0 + (3 4- a et x K — [3 — a. II existe 
sur la courbe des points t' dont les distances a ces deux-la 
sont << a; leurs abscisses seront comprises entre x Q -\- [3 et 
x { — [j ; leur distance sera done > d , el la distance des points 
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(5, vi), (£', v/) sera > d — 2 a, quantite qui deviendra, lorsquc 
a decroit, plus grande que c/j etant une quantile quel- 
conque moindre que d. 

Cela pose, coupons le polygone reduit par la droite 

x — x1 x ° . L es points A' et B' n’etant pas du meme cote 

de cette droite, elle traversera chacun des deux arcs A'B' et 
B'A' en un noinbre impair de points. En remontant cette 
droite a partir de l’infini negatif, on sera d’abord en dehors 
du polygone. Au premier point d’intersection, on entrera 
dans Finterieur; on en ressorlira au second, et ainsi de suite. 

Supposons, pour fixer les idees, que la droite en question 
traverse d’abord fare A'B' en m points consecutifs, puis fare 
B'A' en n points, puis l’arc A'B' en m! points, etc. La serie 
des nombres m, ft, m\ ... contiendra au moins deux nom- 
bres impairs. Soit, par exemple, in’ le premier nombre de cette 
nature que contient la serie. Le nombre m + n + m' etant 
impair, le troncon de droite contenu entre le (/n-f- n m r ) iinui 
point d’intersection et le suivant sera interieur au polygone; 
d’ailleurs, ses deux extremites sont l’une sur Fare A'B', 
l’autre sur Fare B'A'. 

Considerons un point quelconque de ce troncon de droite. 
La somme de ses distances aux portions q et q f des lignes 
polygonales A'B' et B'A' comprises entre les deux abscisses 
j? 0 + (3 -4- a et x K — [5 — a est au moins egale a la plus courte 
distance de ces deux lignes, qui est ^>d x . Or, lorsque le 
point se deplace sur le troncon de droite considere, sa dis¬ 
tance a q , d’abord nulle, varie d’une facon continue et devient 
plus grande que d K . II existe done sur cette ligne un point/?, 

ou cette distance devient egale a La distance dece point 

, , ^ d x 

a q' sera > — • 

2 

D’autre part, Fabscisse de ce point etant egale a x ' , sa 

distance a un quelconque des autres points des lignes A'B' ou 
B'A', dont Fabscisse est moindre que^ 0 -i-PH- a ou plus grande 
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que x K — P — a, sera au moins egale a — ——[3 — a, 

quantite qui, pour a assez petit, devient plus grande que 

toute quantite cU inferieure a - 1 ^ Xq - — [3. La plus courle 

distance du point considere au polygone P' sera done > /, i 
designant la plus petite des quantites | d i et d 2 . 

100. Cela pose, le lieu des points du plan qui sont a la 
distance a d’un cote du polygone P' se compose de deux 
droites egales et paralleles a ce cote et de deux demi-cir- 
conferences reliant leurs extremites. Tracons ces droites et 
ces cercles pour chacun des cotes de P'. L’ensemble de ces 
lignes auxiliaires decomposera le plan en un certain nombre 
de regions. Considerons, en particulier, celle de ces regions 
qui contient le point p. Elle est interieure a P', et tous les 
points de son iDterieur seront a une distance de P' plus 
grande que a. Elle sera limitee par un contour ferme R sans 
point multiple, dont chaque point sera a la distance a de P'. 
Le cercle de rayon l — a, decrit du point p comme centre, 
sera en entier dans son interieur. Au contraire, tous les 
points de la courbe G lui seront exterieurs, car leur distance 
a P' est < a. 

Decomposons le contour R en elements infiniment pelits 
par des points de division a, a', a ;/ , .... Soient ab , a!U, . .. 
des droites de plus courte distance menees de ces points au 
contour P'. Ces droites auront a pour longueur commune. 
Elies ne peuvent rencontrer sur leur parcours ni R ni P'; car, 
si cela avail lieu, on aurait sur R un point dont la distance a 
P' serait <C a. Elies resteront done dans l’espace annulaire 
comprisentre R et P'. Enlin, elles ne peuvent se couper mil- 
tuellement; car, si ab et a!b\ par exemple, se coupaient en 
un point de leur parcours, on aurait evidemment 

ah' + a 'b *< ab -+- a 1 b' «< 2a; 

l’une des deux distances ab f , a!b serait clone < a. On aurait 
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clone lei encore, sur R, un point dont la distance a P' serait 

< a. 

Cela pose, soient « 6 , a!b f deux lignes de plus courte di¬ 
stance cons^cutives. A la portion beb' du polygone P', com¬ 
prise entre b et b\ correspond un arc BB' de la courbe C, 
dont les extremites B, B' sont respectivement a une distance 

< a de b et de b' . La distance rectiligne des points B, B' 
sera infiniment petite, car elle est au plus egale a 

B b b a aa r -\- a' b' + b' B', 

quantite moindre que 4 a + a d- Done tous les points de 1’arc 
BB' sont a une distance infiniment petite de B. II en sera de 
meme des points de laligne polygonale beb' , dont chacun est 
rloigne de moins de a de l’un des points de BB'. D’ailleurs la 
ligne polygonale Bbaa! b'B! est egalement infiniment petite. 
Done tout le contour polygonal baa! b'cb sera contenu dans 
un cercle de rayon infiniment petit decrit autour de B, et tous 
les points de la region interieure a ce contour seront infini¬ 
ment voisins de B. 

Done tout point de la region annulaire comprise entre R 
et P 7 sera infiniment voisin de la courbe C. 

Le contour R, dont nous venons d’etablir les proprietes, 
est forme de lignes droites et d’arcs de cercle; mais ces arcs 
de cercle, s’il en existe, tournent leur convexite vers I’inte- 
rieur de P' et, en remplacant chacun d’eux par un polygone in- 
scrit dont les cotes soient assez multiplies pour que la distance 
du cercle au polygone soit moindre que la plus courte di¬ 
stance de R a P et a C, on obtiendra un nouveau polygone S 
uniquement forme de lignes droites ct jouissant des memes 
proprietes que R, a savoir : i° il n’a pas de point multiple; 
2 0 il contient a son interieur un cercle de rayon fini; 3° il 
laisse a son exterieur tous les points de P' et de G; 4° tout 
point de l’espace annulaire compris entre P r et S est infini¬ 
ment voisin de C. 

101. On pourrait considerer de meme, parmi les regions 

.1. — I. 


7 
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dans lesquelles le plan est decompose par les lignes droiles 
et les cercles auxiliaires, celle qui est exterieure a toules ces 
lignes. On verrait aisement, par des considerations toutes 
semblables a cedes que nous avons developpees, que tous ses 
points sont a line distance de P' plus grande que a; qu’elle 
est limitee par un contour ferine R', sans points multiples, 
enveloppant le polygone P' et la courbe C, et dont tous les 
points sont a la distance a de P'; que tous les points de 1’es- 
pace annulaire, compris entre R' et P', sont infiniment voisins 
de C; enfin, qu’on pent remplacer R' par un polygone S' ex- 
clusivement forme de lignes droites et jouissant des memcs 
proprietes. 

102. 11 est done etabli qu’on peut, quelle que soit la quan¬ 
tity s, trouver deux polygones S, S'sans points multiples, 
interieurs Fun a l’autre, entre lesquels la courbe se trouve 
contenue, et tels que chaque point de I’espace annulaire qui 
les separe soit a une distance de C moindre que e. 

Soient r M 7 / les plus courtes distances de ces polygones a 
la courbe C; £ ( une quantite moindre que et r/. On pourra 
lrouver deux nouveaux polygones S,, S', interieur et exte- 
rieur, dont Pecartemenl a la courbe soit £, ; ils seront 
evidemment compris enlre les deux autres. 

Continuant ainsi, on pourra former une serie de polygones 
interieurs de plus en plus grands S, S 1? . . ., et une serie dc 
polygones exterieurs S', S', . . ., comprenant toujours entre 
eux la courbe C et s’en rapprochant de plus en plus. 

Les points du plan seront de trois sortes : 

i° Ceux qui, a partir d’un certain terme de la serie, de- 
viendront exterieurs aux polygones S', S', . . .; on les nom- 
mera points exterieurs a la courbe; 

< 2 ° Ceux qui sont interieurs a partir d’ua certain moment 
aux polygones S, S,, . . .; on les nommera points interieurs 
a la courbe; 

3° Ceux qui sont interieurs a tous les polygones de la 
suite S', S', . .., mais exterieurs a tous les polygones S, 
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S,, .... Ces points, dont la dislance a la courbc est moindrc 
que toute quantite assignable, seront situes sur elle. 

II est done etabli que toute courbe continue C divise le 
plan en deux regions, Tune exlerieure, l’autre interieure, 
cette derniere ne pouvant se reduire a zero, car elle conlient 
un cercle de rayon fini. 

103. Deux points interieurs < 7 , q' peuvent loujours etre 
reunis par un trait polygonal inlerieur a la courbe. II existe, 
en efFet, dans la serie S, S,, ... des polygones interieurs, 
un polygone S/ qui les contient tous deux. Par les points q , 
q\ menons des droites quclconques qui coupent ce polygone 
en /• et J J . Les droites qr, q 1 /•', jointes a Pun des deux arcs 
de S/ qui reunissent ;• a /■', satisferont a la question. 

Deux points exlerieurs pourront etre reunis de memc 
sans traverser la courbe. 

Au contrairc, Louie ligne continue D, qui joint un point 
inlerieur q a un point exlerieur q\ coupera necessairement 
la courbe C. Soient en efTel a l’argument dont la variation 
donne les divers points de D; w 0 , it r les valeurs de cet argu¬ 
ment aux points q , q . 

Considerons l’ensemble des valeurs de a comprises enlre 
Uq et u ! . Celles de ces valeurs qui correspondent a des points 
interieurs a C forment un ensemble borne. Soit L son maxi¬ 
mum. Le point L, apparlenant a la Irontiere enlre les 
points interieurs et les points exlerieurs, sera sur la courbe C. 

104. Une ligne L continue et sans points multiples, tracee 
dans Pintericur d’un contour continu C sans point multiple 
et ayant ses extremites sur cc contour, partage Pinlerieur 
de C en deux regions separees. 

Plus generalemenl, considerons une region R du plan limi- 
lee : i" par n contours fermes sans points multiples C,, .... 
C„, exlerieurs les uns aux autres; 2 ° par un autre contour 
analogue C 0 qui les contient dans sun inlerieur. On pourra, 
sans parlager R en regions separees, tracer n lignes conli- 
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nues L,, L„, reunissant respectivement les contours 

C,, • • •, G„ au contour C 0 . Mais, cela fait, toute nouvelle 
ligne conlinue L /l+i , joignant deux quelconques des points 
frontieres de R, divisera R en deux regions distinctes. 

On exprimera cette propriete d’une maniere abregee en 
disant que Vordre de connexite de R est egal a n -h i. 

Ces propositions sont evidentes dans le cas ou G 0 , C n 
C n sont des polygones, et, si ces contours sont courbes, nous 
avons vu qu’on peut les considerer comme des limites de 
polygones. 

10a. Courbes rectifiables. — Considerons une courbe 
definie par les equations 

—/( 0 > y 

Soient t 0 , , .... t, n T une serie de valeurs du parametre t ; 

.r 0 , Yq 5 x \ ? Y\ j • • • j X, Y les valeurs correspondantes de x, 
y. Le perimetre du polygone inscrit a la courbe, et dont ces 
points sontles sommets, sera 

( l ) - VU'A + i — -O ,) 2 -r- ( // 4 +, - ykf- 

Si cette so mine tend vers une limite delerminee et con- 
stante, lorsque les intervalles — t k dans lesquels on a 
divise l’intervalle T — t 0 decroissent indefiniment d’ampli- 
tude, cette limite representera la longueur de Varc de 
courbe correspondant a cet intervalle. 

Pour que cette limite existe, il faut, en premier lieu, que 
la somme (i) ne puisse pas croitre indefiniment par un choix 
d’inlervalles quelconque. Or I’expression 

V ( x k +1 — ‘ V k)~ -+- ( fk-h l — Yk)- 

est au moins egale a \x k +\ — x k \ et a jy'A+i— y k \, mais nc 
peut surpasser la somme de ces quantiles. Pour que cette 
premiere condition soitremplie, il est done necessaire ct suf- 
fisant que les sommes 

1 I V k-h i — x , |, -| Vk+ i “ Yk I 
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soient limitees et, par suite, que/(/) et <p(f) soient des fonc- 
tions a variation bornee. 

106. Supposons cette condition remplie, et soit L le maxi¬ 
mum du perimetre des polygones possibles. II faudra encore 
que le perimetre de tout polygone, pour lequel les inter- 
valles tk + \ — tk sont suffisamment petits, soit aussi voisin 
qu’on voudra de L. 

Cherchons a exprimer analytiquement cette condition. 
Nous savons tout d’abord (71) que les fonctions 
'o(t 4 - — 3), o(t — 3), ou 8 est un infiniment petit po- 

sitif, tendent vers des limites /*(/o), ©(/ 4- o), f(t — o), 

? (* °) * 

Cela pose, soit Pie perimetre d’un polygone II correspon- 
dant aux points de division t { , . . ., ... et soit t un point 

quelconque intermediate entre tk et^ +l . Introduisons deux 
nouveaux points de division t — 3 et t 4 - 3 egalement com- 
pris dans l’intervalle de tk k t h+ \. Le nouveau polygone II' 
ainsi obtenu diflerant du premier par le remplacement de 
Tun de ses cotes par une ligne brisee, son perimetre P' sera 

>r- 

Introduisons le nouveau point de division t. Nous obtien- 
drons un troisieme polygone IF qui diflfere de O' par le rem¬ 
placement du cote qui joint les points f(t — 3), <p(t — 8 ) et 
f(t -h 3), <p(t -|- 8 ) par les deux lignes qui joignent rcspecti- 
vement ces deux points au point f(t ), ©(f). 

Supposons que 3 deeroisse indefiniment-, les points f(t — 3), 
o(t — 3) et f(t 4 - 8 ), ©(/ + 3) tendront vers les points fixes 
f(t — o), <p(t — o) etf(t o), o(« + o); et, si le point/(f), 
'f(f) nest pas sur la portion de droite qui joint ces deux 
points, nous obtiendrons, par l’adjonction du nouveau point 
de division t , un accroissement de perimetre fini. Soit a cel 
accroissement, Le perimetre du nouveau polygone etant au 
plus egal a L, celui du polygone II ne pourra surpasser L — a, 
et cela quelque rapproches que soient les points f 0 , f,, .... 
tk ? • • ., tant que le point t ne fera pas partie de cette suite. 
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Aous arrivons done a ce resullat que, pour toute valeur 
de t comprise dans l’intervalle de t 0 a T, le point f(t ), ©(f) 
doitetre sur le segment de droite qui joint les points o), 

o(t + o) o), f(e — o). 

107. Cette condition est suffisante. lin effel, soit e une 
quantite quelconque. On pourra determiner une division en 
intervalles f 0 , t ,, . . T, telle que le perimetre P 

du poljgone correspondant soit >> L — ^ • 

Soit / 0 , .... t’i , ... une autre division en intervalles 

assujettis a la seule condition d’etre tous moindres qu’une 
quantite fixe 3; nous allons montrer que, si 8 est suffisam- 
ment petit, le perimetre P 7 du polvgone ainsi obtenu sera 
plus grand que L — 3. 

Considerons, en eflfet, un troisieme poljgone obtenu en 
prenant, pour points de division, tous les points t k et tous 

les points /'. Son perimetre V" sera ^ P >> L — 

Evaluons, d’autre part, la difference entre P" et P 7 , en sup- 
posant que 3 ait ete pris < 3 7 , o' designant le plus petit des 
intervalles t k+t — t k , auquel cas deux quelconques des points 
t/f seront separes au moins par un point de la serie t \. 

Soient n le nombre total des points de la premiere divi¬ 
sion ; n! le nombre de ceux de ces points qui n’appartiennenl 
pas a la seconde division. Soient, enfin, t k l’un de ces der- 
niers points, f'. et t' i+i ceux des points t’ entre lesquels il 
tombe. Le cote t' t f'. +| du poljgone P 7 sera remplace dans P" 
par les deux cotes f'-f*, f*f'. + . 

Or la distance t'-t k differe de la distance (f*— o, t k ) d’unc 
quantite au plus (‘gale en valeur absolue a la distance 
(/'•, tk —o); de ineine f*f'. + l differe de (/*, f*+o) d’une 
quantite au plus egale en valeur absolue a *a+o); 

enfin f'. f'. + | differe de ( t k —o, f*-|-o) [lequel est egal a 
— o, tk) -4- (f/f, t k -\- o)] d’une quantite au plus egale en 
valeur absolue a (/'•, t h — o) + f' +l ). On aura done 

^i t/c tf< li -f. | t' t tj + 1 < 2 ( f 4 , t/ c o) -f- 2 (tk 0, j ). 
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Or les distances (t' n t k —o) et (**-+-o,£'•+,) lendent vers 
zero avec 8. On peut done trouver line quantite 8*, telle que, 
pour toute valeur de 8 inferieure a 8*, chacune de ces dis¬ 
tances soit moindre que on aura des lors 
n 8n 

U ~r- t k t i+ 1 tj t i+i < • 

A cliaque point t k de la premiere division qui n’appar- 
tient pas a la seconde, correspond ainsi une quantite 8*. Si 
nous prenons pour 8 une quantite moindre que la plus pe- 
lite des quantiles 8,, . . ., 8*, .. . et 8', nous aurons done 

1* 1 } “^^0/ tk “t" tk^i+i tg tf ¥ j) 11 ~ > 

d’ou 

P'rP- - = L-z. 

2 

108. Si 1’arc de courbe compris entre les points t 0 et T a 
une longueur determinee L, et qu’on prenne un point t 
quelconque intermediate entre t Q et T, les deux arcs par¬ 
cels t 0 t el tT auront egalement des longueurs determinees 
L', L", et Ton aura 

L'h- L fr — L. 

En effet, L est, par definition, le maximum du perimetre 
des polygones inscrits a l’arc £ 0 T. Parmi ces polygones, il 
en est qui n’ont pas de sommet en t ; mais, en intercalant ce 
nouveau sommet, on ne fait qu’accroitre le perimetre. On 
peut done, pour la determination de L, ne considerer que 
les polygones qui admettent t pour sommet. Or ceux-ci sont 
formes de deux polygones, inscrits, l’un dans I’arc t 0 t , l’autre 
dans Pare t T. En appelant P, P', P" les perimetres des trois 
polygones, on aura toujours 

P' + P"=P. 

Done, P etant limite, P' et P" le seront egalement, et L, 
maximum de P, sera la somme des maxima partiels L', L". 
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II resulte de la que Fare t 0 t , ou le point l est considers 
comme variable de t 0 a T, est une fonction de t , essentielle- 
ment positive et croissante. Nous la designerons par s. Cher- 
chons quelles nouvelles conditions sont necessaires pour 
qu’elle soit continue. 

109. Lorsque t s’accroit de la quantite A, Faccroissemenl 
de l’arc est evidemment egal a la longueur de Fare compris 
entre les points t et t A. Intercalons done, entre t et A, 
une serie de valeurs intermediaires . .., t n \ ecrivons, 
pour plus de symetrie, t Q et t n+K a la place de / et ^ -4— /*; 
Faccroissement cherche A s sera le maximum de l expression 



0 


lorsqu’on fait varier le mode de division de 1 intervalle; on 
aura, par suite, 

> ©Ui) — ©(O- 

Faisant tendre vers t , les seconds membres de ces ine- 
galites tendront respectivement vers 

et <p(*-t-o) — <p (0* 

Si done ces expressions ne sont pas nulles, As ne pourra 
decroitre indefiniment avec A, etl’arc sera discontinu. 

En changeant le signe de A, on verra de meme que Fare 
sera discontinu, si 

— et cp(£ — o) — o(t) 

ne sont pas nuls. 

110. Supposons, au contraire, qu’on ait 

f(t — o) — f(t -t- o) — f(t), 

?0-o) = ©0 + o) = (p(0, 
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cc qui exprime que f(t) et o(t ) sont continues. L’arc s sera 
lui-meme continu. 

Kn effet, on aura (72) 

/( 0 =/i( 0 “/*( 0 . 

cp(0 = ©i(0— ?i(0, 

2 etant des fonctions continues et non d^crois- 
santes. On aura, par suite, 7 


y Vl./ (A+l ) ~/U/. }] 2 “H [ r f (t/c+i) — ?(^A-)J 2 
0 

,V[ l/(W-/(**) 11 

o 

n 

■2[- 


I /i (4+1) — /i (4) — /a (4+i) + /* (4) | 
I 9 i ( 4 +i) — 91( 4 ) —• 92(4+1) + 92(4) | 


V i [/1 (4+,) - /. (4)] + [/* (4+.) - /* (4)] / 

; .Z< I + [9i(4+i) — 9i(4)] 4- [92(4+1) — 92(4)] ) 
0 

[/iO + ^0 —/i(0] + [fiit ■+■ h) — f- (0] 

■+■ [?iU +A) — ®i(0] + [®s(* H- h) — ?i(0]- 


Or cliacun des quatre termes de cette expression tend 
vers zero avec A, puisque f K , f 2 , , cp 2 sont des fonctions 

continues. 

Nous nommerons courbes rectijiables celles dont l’arc a 
une longueur determinee, fonction continue de t. D’apres 
ce que nous venons de voir, on les reconnait a ce caractere 
que les fonctions f(t) et <p(£) sont continues, et a variation 
limitee. 


111. Si 1 es fonctions f{t), <?(0 ont des derivees conti¬ 
nues au point /, l’arc s aura lui-meme une derivee, egale a 


v//(0*+ ?'(<)*• 
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On a, en diet, 

/(^l) -/(**) -- f(^) (lA+l-t*), 

?(**+i) — <?(4) = ?'(<•) (<*+i — **)> 

ta et etant compris cntre et £a+i et, a fortiori, entrc t 
ct t -}- h. 

On en conclut 

V ^/[7iw-/(<*)j'+ RTa+7) - ?(<*)]* 

= ^ (4 + , - 4) v{7 ,2 F/,r : 7T'\^j. 

Or \ / /'"(^a) H- ? "^a) differe de y(/ v -(*) -+- »'-(*) d’une 
quantile moindre en valeur absolue que 

\ 7 [/'(-ao :z 7'W+r?K) - ? 7 (o?- 

D’ailleurs les fonctions /' et f sonl continues ; done, en pre- 
nant h assez petit, on pourra rendre | /'(ta)— /^)| e! 

— '/(Ol m oindres qu’unc quantite positive quel- 
conque s. 

On aura done 

I v / 7 7r F*) ■+■ ?'*("*)— v{7' 2 (0 -i- ?'■!<) I < e v's > 

Done 

( 2 ) 7 y V / T 7 X 4 + . 1 ) - /(. 4 -)P -T- L<? 14 -m ) - ? ( 4 )J 2 

sera compris entre 

j ^( 4 + i — 4 ) ?'*(0 + * V ^] 

= V / 7 7 VH r ?44 + sv / 2 

et 

V'/'H 4 + ?' 2 ( 0 -‘V/ 2 . 

Multiplions indefiniment les valeurs intermediaires .... 
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t h , la somme (2) lendra vers qui sera encore com- 

pris entre les deux nombres ci-dessus. 

Si h decroit indefiniment, on pourra faire tendreenmeme 
temps £ vers zero, et l’on aura a la limile 


lim A = : T+VHO- 

112. La region R du plan inlerieure a une ligne recti¬ 
fiable (fermee et sans point multiple) est toil jours quar- 
rable. 

Partageons, en elFet, le peri metre L de cette ligne en arcs 
egaux de longueur et decomposons le plan en carres de 

cote -• II est evident que cbacun des n arcs obtenus ne 
n 1 

pourra rencontrer plus de quatre de ces carres. La somme 
des aires des carres qui rencontrent la frontiere de R est 

L- \ L 2 

done au plus egale a \n— t — —— • Cette expression tend 
1 0 ri L n 1 

vers zero quand n croit indefiniment; R est done quarrable. 

113. Une courbe dans I’espace peut etre representee par 
trois equations 

x — f(t)i y — ? (0 > 3 — 'MO* 

Elle sera continue, si les fonctions /, 3 , le sont. 

Nous appellerons longueur d’un arc de cette courbe la 
limite du perimetre d’un polygone inscrit. 

Des raisonnements identiques a ceux des n os 105 a 111 
montrent : 

i° Que pour que cel arc s existe et soit une fonction con¬ 
tinue de t , auquel cas nous dirons que la courbe est recti¬ 
fiable, il faut et il suffit que f(t), 'f(Q, # i(Q s °i ent conti¬ 
nues, et a variation bornee; 

2 0 Que s est une fonction croissante de t ; 
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3° Que si f{t ), <p(j), tl(f) admetlent au point t des deri- 
vees continues, s admettra une derivee, egale a 


IX. — Fonctions elementaires. 


lli. Avant d’aller plus loin, il convient de passer on 
revue certaines fonctions particulierement simples, que l’on 
designe sous le nom de fonctions elementaires. 

Fonctions rationnelles .— Considerons l’expression kx n , 
ou A est une constante et n un entier. En lui appliquant la 
regie du n° 75 pour former la derivee d un produit, il 
viendra 

(A#' 1 )' i i n 

Ax ' 1 x x x 

(A.x n ) r — n Xx n ~ l . 


La derivee d’un polynome entier 


sera done 


Ax' 1 -b B x m 4-. . . 
n A x u ~ l ~b rn B x m ~ l 


Celle d’une fonction rationnelle ^> quotient de deux poly- 
nomes, s’en deduira immediatement (75). 


H5. Logarithme. — On donne le nom de logarithms 
cirithmetique de x a la fonction definie par l’equation 


Log.r 



doL 

- 5 

a 


la variable x etant supposee positive. 

Cette fonction a pour derivee ^ et s’annule pour x = i. 

Elle est d’ailleurs croissante. 

On a, d’apres cette definition, y designant une seconde 



variable positive, 
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d Log xy 


dxy _ dx 

xy ~~ x 


dy 

y 


— d Log# 4 ~ d Logy, 


d’ou 


Log#y = Log# + Logy 4 - C. 


Pour determiner la conslante C, posons # == 1, y = 1; Ics 
logarithmes s’annulent tous; done G = o, et 

(1) Log#y = Log# 4 - Logy. 


Pour la valeur particuliere y = 


1 

- > 
# 


cette equation devient 


(2) Log# -4 Log i = o. 

Si x tend vers 00, il en est de meme de son logarithme. 
Soit, en effet, a un nombre quelconque >> 1; des que x sera 
devenu plus grand que a", on aura 

Log# > Loga"> n Loga, 

quantite qui tend vers 00 avec /i, Loga etant positif. 

Si x tend vers o. Log# tendra vers — 00 en vertu de IV- 
quation (2). 

116 . Exponentieile . — Le logarithme de #, etant une 
fonction croissante, ne reprend pas deux fois la meme va¬ 
leur. II a done une fonction inverse. On la nomine fonction 
exponentieile , et on la represente par e x , Cette fonction est 
ainsi definie par l’equation 

# = Logy. 

Elle croit avec #, est egale a zero pour # = — zc ; a 1 pour 
x = o; a 00 pour # = 4- oc. Pour # = 1, elle prend une va¬ 
leur determinee e, que nous calculcrons plus tard. 
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Elle a pour derivee 

dy i j. 

dx dx ^ 6 

dy 

Done 

(3) 

Posons enfin dans la formule ( i ) 

Logir — //, Log/ = r; 

d’ou 

Log\r v -- // -T- c. 

On en deduit 

X — 6 U , V C { \ ,vy *' ^ 

et. par suite, 

(4) 

En particulier, si r — //, il viendra 

(5) r _ f . 

117. Fonction x m . — Nous designerons par le symbole 
x m la fonction definie par Pequation 

(0) y~e mi0 "‘ r , 

x etant une variable positive. 

Si m est un entier positif, elle esl, d’apres la formule (4), 
1c produit de m facteurs egaux a e l ‘ 0%x ou x\ si m est negatif, 

cc sera le produit de m facteurs egaux a - • Si m est line 

fraction^? on aura, en elevant Pequation (6) a la puis¬ 
sance q , 

)•'/ .— ef ,Lo ^ v xi\ 

Done y sera la racine positive de l’equation binome ci-des- 
sus. Cette racine positive, evidemment unique, se nomme la 
racine q ume arithmetique de xf\ 
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Generalement, y = x m tendra vers o, i, 4-00 lorsquc 
m Log# tendra respeclivement vers —00, o, + oc. Si done 
on suppose m positif et croissant indefiniment, x m tendra 
vers o 011 vers 00 suivant que x «< 1 011 x > \. 

On a evidemment 

g{m -1-/1) Log.r — 
e mn Lug.r __ j*mn _ 

On trouve enfin, en appliquant la regie pour derivcr les 
fonctions de fonctions 

( ) (x m Yr:.z e mLo - x — — X m — ~ 

X X 

formule qui n’avalt etc etablie jusqu’a present que pour 
m entier positif. 


( 7 ) 

( 8 ) 


X nl X n (*tn Log.v gn Log.v 

(x m ) ,l —e nLos ' V '" :~ 


118 . Fonctions trigonomclriques . —Les fonctions sin#. 
cos#, tang#, col# etant definies comme dans les elements, 
il est aise de determiner leurs derivees. 

Remarquons d’abord que, si Ton change x en x + A, les 
accroissements de sin# et de cos# seront les projections de 
I’arc A sur les deux axes coordonnes, et leur module ne pourra 
surpasser A. Done sin# et cos# sont continus. 

On a en second lieu 

2 sin — = corde A < A < 2 tang - > 

2 0 2 

d’oii 

. A 

. 2 sin — 

A 2 

cos - < —-— < 1. 

2 A 


Si A tend vers zero, cos^ tend vers 1; done 


. A 
2 sin — 

1 i m- - —— zz: 1. 
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Cela pose, on a 


w sin (.r h) — sin x 

i n r \' — i in --- 


(sincr)'= lim 


( 10 ) 


. h 

2 sin- 

lim- 7 —- cos ( x H- 

2 


: cos.r 


et, par suite, 

(ij) (cos#)' = j^sin ^~— 


(12) (tang#)':::: 

(1 3 ) (cot#)' — 


sin# 

cos# 

cos# 
sin # 


cos [-# ) = — sin #, 

2 

cos 2 #-h sin 2 x _ i 

cos 2 # 


cos -x 

cos 2 # -b sin 2 # 


sin'# 


119 . Fonctions trigonomelriques inverses. — Si nous 
faisons parcourir a la variable x la suite des valeurs com- 

prises entre kit — - et kiz + -> la fonction w^sin# prendra 

successivement les valeurs comprises entre — i et -f- i, et 
chacune une seule fois. On peut done reciproquement con- 
siderer x comme une fonction de u f definie dans l’intervalle 
de — i a H- i. 

Cette fonction cp*( m), inverse de sin#, admettra une de- 
rivee egale a 

1 __ 1 _ (— 

(sin#/ cos# y/,_ u * 

le radical devant etre pris avec sa valeur arithmetique; car, 
Iorsque x est compris entre k ~— ^ et kn -f- ~ 9 son cosinus 
a 1 c signe de (— i)C 

La derivee precedente cesse d’ailleurs d’exister, en devc- 
nant infinie, pour les valeurs extremes u = zb i. 


120 . Considerons Tare de courbe represente par Tequa- 
tion 

* — ?*(«')■ 
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Aux deux extremites de cet arc, on a respectivement 

x = k ^, 7/ -- si n ^ A it — ^ ) -= — (— i) 4 ’, 

x — hr. -h ^, u = sin 4 - ^ — (— i) A '. 

Si done A* est un nombre pair im, on aura pour u — i, 

x 2in~ -■> 

2 

et pour u = — i, 

x — 2in- — 

2 

D one 

?2/;i(l) — 2171- -j- ?2m(— 0 — 2171- — 

Aii contraire, si k est un nombre impair 2 m -\- 1, on aura 

'f2„M-l(0 — ( 2 77 ? -+- I) 7 : ^ 1) — ( 2 / 7 i + l)--h 

ll resulte de ces formules qu’on a 

?2/«(0 = ©inn-l(0> ©*/«(— 0 — T2/II-1 (-0- 

L’arc de courbe, represente par l’equalion 

= <p a-(m), 

se raccordera done a ses deux extremites avec les arcs repre¬ 
sents par les equations 

x — o 4 _, (77), a- = o 4 .+.j ( u). 

On se trouve done naturellement conduit a considerer 
I’ensemble de ces divers arcs com me constituant une courbe 
unique dont ils seraient les troncons, et les fonctions ©*(*/.) 
comme formant autant de branches d’une fonction unique, 
laquelle aura pour chaque valeur de u une infinite de valeurs 
J. — I. 


8 



PREJllfeRE PARTIE. — CHAPITRE I. 


distinctes, au lieu d’une seule, comnie nous 1’avons admis 
jusqu’a present. Cette fonction, inverse de sin#, se repre¬ 
sente par arc sin#; et nous designerons par Arc sin# celle 
de ses branches qui correspond a k — o. 


121. Soit 


it — cos# — sin-# . 


Si I on designe par arc cos a la fonction inverse, on aura 


d’ou 

(i4) 


x — arc cos u ,- x arc sin it. 

2 


^ arc cos u ~ — arc s i n 11 1 

i . — i 

| (arc cos u)' — — (arc sin it)' - - - 

V- 1 — ul 


le signe dependant, comine tout a l’heure, de celle des 
branches de la fonction que I’on considere. 


122. L'inversion de la fonction 


a — tang# 

donne lieu a des considerations analogues aux precedentes. 

Si l’on fait varier # entre kiz et (A* i)-r, a prendra toutes 

les valeurs reelles, chacune line seule fois. On pourra done 
considerer reciproquement # comnie une fonction de it , 
inverse de tang#. Cette fonction '!>*(?*) admettra pour de- 
rivee 

(15) --—- =_ cos 2 # =---~—-—■ • 

(tang#) i-t-tang-# i -t-u- 

Les diverses fonctions tyk(u) pourront etre considerees 
comnie autant de branches d’une fonction a valeurs mul¬ 
tiples, que l’on represente par arc tangu. Nous designerons 
par Arc tangM celle de ces branches qui s’annule pour u = o. 
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X. — Derivees et differentielles d’ordre superieur. 

123. Soit u = f(x) une fonction de x, ayant une de¬ 
rivee id. Si cette nouvelle fonction admet elle-meme une 
derivee, on la representera par u", f\x ) ou D 2 u et on l’ap- 
pellera la derivee seconde de u. 

La derivee de id sera la derivee troisieme de u, et se 
representera par u'", f m (x) ou D 3 u\ et ainsi de suite. 

La differentielle u 1 dx de la fonction u est une nouvelle 
fonction de x dont on pourra chercher la differentielle. 
Cette nouvelle differentielle depend de la relation qu’on 
voudra etablir entre la variable x et l’accroissement dx 
qu’on lui fait subir. Si l’on admet que cet accroissement 
ait une valeur constante, independante de x , cette diflferen- 
tielle sera evidemment egale a id' dx .dx = id dx-. 

Or soient D le domaine dans l’interieur duquel f(x) est 
supposee definie; E l’ensemble des points interieurs dont 
l’ecart a la frontiere est moindre qu’un nombre fixe o; pour 
tous les points de E, on pourra, sans risquer que x -+- dx 
sorte du champ, assigner a dx une meme valeur constante 
de module <8; dx etant ainsi constant dans E, la diflfe- 
rentielle de id dx y sera egale a id dx . dx = id dx- . Cette 
expression se nomme la differentielle seconde de u, et se 
represente par d 2 u. 

Si l’on fait decroitre S indefiniment, E s’etendra de manierc 
a englober successivement chacun des points interieurs a D; 
ce qui permettra d’etendre la definition precedente de d 1 a a 
tout l’interieur de D. 

De meme, d 2 u aura une differentielle id"dx 3 ; ce sera la 
differentielle troisieme de u, et on la represente par d l u . 
Continuant ainsi, on aura 

dn — u' dx, 
d 2 u — id dx 2 , 


d n u—id n) dx n , 
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d n a 
dx n 


Chacune des derivees saccessives de u est ainsi un quo¬ 
tient de differentielles, ce qui donne une nouvelle maniere, 
tres souvent employee, de representer ces quantites. 


124. Si l’on donne a x un accroissement A#, la fonc- 
tion f(x) prendra un accroissement 

A A*) =/(•* + ^) —/(•**)> 

que nous appellerons la difference premiere de f(x). 

La difference de la difference premiere sera la difference 
seconde, et se representera par A 2 f(x), et ainsi de suite. 
Posons, pour abreger Fecriture, 

f(x-hn \x) 

On aura, d’apres la definition precedente, 

(0 f 

ou svmboliquement 

(2) /" = (I -H A)/^= (I + A) 2 /"" 2 =:. . .= 0 Hr A )V°- 
On aura reciproquement 

i/o = /*-/», 

AV°= A/«- A/« = /*-/* -/‘ +/°=/ 5 - 2/• +/•, 

et generalement 

(3) AV° =/* + A/"- 1 H- B/«- 2 +... + K/°, 

A, B, ..., K etant des coefficients numeriques. 

Pour les determiner, prenons la difference des deux inem- 
bres de Fequation (3). II viendra 

A^+-iyo_- A A f n ~ 1 + ... + K A/ 0 . 
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Mais l’equation (i) peut etre mise sous la forme symbo- 
lique 

Done 

A" +, / # = (/- I) [/* + A/»-‘ H- ... 4- K/°] = (/-!) A"/ 0 ' 
On aura done, en changeant n en n — i, .. 

(4) A»/°= (/-1) A " _1 / 0 —■ ■ = (/- 0*- 1 V° = (/- 0", 

pourvu que, le developpement effectue, on remplace le der¬ 
nier terme (— i) n par (— \) n f () . 

125. Les signes d’operation D et A peuvent etre permutes 
entre eux; car on a evidemment 

DA/(j?)‘= D[/(j? 4- Ao?) — /(a?)] 

= D /(a? + Aa?) — D/(a?) = AD/(ar). 

En posant, pour plus de clarte, 

A«- 1 /(^) = cp(^), 

on aura done 

o' (x) — a n ~ l f r (x). 

Cela pose, appliquons a la fonction <?(x) la formule 

A /(^) — f(&) — A oc f\x 4- 6 Ax), 

0 etant compris entre o et i. 

II viendra 

A n f(x) — Ax <p'(a? 4- 0 Ax) = lx. \ ,l - l f\x 4- 0 Ax). 

On aura de meme 

A n ~ i f'(x) — Ax. k n ~ 2 f"(x -4 6j Ax), 

0, etant compris entre o et i, etc.; et, par suite, 

A n f(x) ~ A x n f n (x 4- 0 Ax 4- 0 t Ax 4- . . .) 

— Ax n f n (x-^tAx), 

t etant compris entre o et n. 
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Divisant par Ax' 1 et faisant tendre Ax vers zero, on aura 
a la limite, si f n (x ) est continue, 

( 5 ) /" (x) — lim A 

126. Soit u = f(x, y) une fonction de plusieurs variables 

independantes x, y; ses derivees partielles pourront 

admettre elles-memes des derivees partielles. 

Nous designerons les derivees partielles de par f xr (pc } y)^ 

ox 

fsy\x,y) ou P ar D .L/> D i r / ou enfln P ar Jxdy' cellcs 

de Ty par fr*( x >y)' fyr( x ^y) 011 D '.r/’ D «/ ou 

<)\f' 

Oy' 2 

flr?u-n+-p+. . /* 

En general, ^ x , n ^ n ^ x p — represenlera la fonction de- 

duite de / en y effectuant successivement m derivations par 
rapport a x , puis /i derivations par rapport a y , puis/? deri¬ 
vations par rapport a x, etc. 


Oy Ox 


127. Posons 

A Ax,y)=Ax-*-te>y)—f(.*,y)> 
A i f(x>y)=f(*,y + A /) — /(•*, y)- 

On aura evidemment 


( A, A/(x,7) =/(•* + Ax, y + A7) — /(# -+- Ax, r) 

(6) — /(*,/-+- Aj)+/(^,/) 

( =AA,/(x,j). 

Posons, pour plus de clart^, 

a i/(- j? ,7) = ?(®, 7). 

On aura 

AA i f{ x >y ) — <f (X + Ax, y) — <p(x, y) 

— y x {x § Lx, y) Lx 

= [/*(« + 0 Ax, 7 + Aj) — f x {x -t- e Ax, 7 )] Ax 
= fxy(x -+- 6 Lx. y 6j Ay) Ly Lx. 
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Done 


AA '£S/ r } = f *r {x + 9 r + AJ) - 


Si la fonction f xy est continue au point x, y, on aura, en 
faisant tendre kx et A y vers zero, 


(7) 


/ rv (x, y) ~ Imi--- 1 - 

> J > a.x* A y 


Si f” yx (x,y) est continue au point x ) y, on trouvera dc 
meme 

et, en vertu de l’egalite (6), 

( 8 ) fyx(*>J')=f'yx(*>y)- 

Nous obtenons done le theoreme fundamental suivant : 


Th£oreme. — Si les derivees pctrtielles f' x , f yJ f XY , f' yx 
existent ctux environs da point x , y ; si, de plus, f" xy , f" yx 
sont continues en ce point y ces deux derivees pctrtielles 
seront e gales. 

On voit par la que deux derivations successives, operees 
par rapport a deux variables diflerentes x, y, peuvent (sous 
les conditions precedentes) etre inlerverties sans changer lc 
resultat final. On en deduit 


(9) 


flm-+-n+p+-... j' + ... p 

dx m dy n dx p ... dx m ^ pn • • dy n ~ r "' ? 


en operant d’abord toutes les derivations relatives a x, puis 
celles relatives a y. 


128. On voit aisement qu’on aura en general 


*!/(*>?) = 


dx m dy 


-f(x ~h tHx,y t x Av) \x’ n A y\ 


t elant compris entre o et m, t K enlre o et n. 

Si done la derivee partielle d’ordre m + n , qui figure au 
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second membre, est continue au point x, y, on aura, en fai- 
sant Lend re Ax et Ay vers zero, 

d^ V(*Yv) A-A *f(x,y) ' 

K } Ox m dy" A x m A y n 


1:29. Considerons maintenant la difTerentielle totale 


df = ^Ldx-^%- dr 
J ox Oy v 

de la fonction f(x , r). La difTerentielle de celte diflferen- 
tialle, prise en supposant dx et dy constants, se nomine la 
differentielle seconds de /, et se designe par d-f. La difFe- 
rentielle de d-f sera la difTerentielle troisieme d*f ct ainsi 
de suite. 

On a, d’apres celte definition, 


d 'f~ + a d ? ' dx + 
_ *\f 


Ox' 2 


dx'-- 


0\f_ 
O x Oy 

,^L 

Ox Oy 


0\f 

Ox 0 v 


-dx - 




dx dy 


o\f , , 

, dy 

Oy 1 


;t, plus generalement, 


O nl f 

d' n f= dx 
j Ox /n 


O m f 

m -— , dx m ~ l dy 


Ox ,n ~ l Oy 
m (m — i). .. (m — n i) O m f 


1.2 ... /i 

O m f , 
dy ,n 
Oy m J 


Ox" 1 —* dy a 


dx m - n dy n 


on, sous forme symbolique, 

(n) 


0 0 \ m 
d " l f---l d * dx ^ d J, d >) /• 


Cette formule elant verifiee pour df el d-f\ il suffira d’e- 
lablir que, si die est vraie pour un nombre m, elle sera 
vraie pour m + i. 

Pour cela, differentions cette formule. Nous obtiendrons 
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evidemment an resultat de la forme 


Am-hl f rfm-h 1 f 

rfm-hif— - dx ,n+1 4- A-! dx m dy 

J dx' n + l dx ,n dy J 


[ dx" 


dm+i f 

A,, ~r-;— —~~~z — dx m+l ~ n dy n - 

n dx ,n + 1 -' 1 dy n J 


^" t+I /, ,„ +1 


dy" 


dy" 


11 reste a verifier l’expression des coefficients nume- 
riques A. 

Or, le terme general 


A 


n 


d' n+l f 
dx ,n + l ~ n dy n 


dx m +l-n dy n 


provlenl de la differentiation par rapport a x du terme en 
dx m ~ n dy n de Texpression de d ,n z et de la differentiation 
par rapport ay du terme precedent. Ces termes ayant res- 
pectivement pour coefficients 


m (m — i). . . (in — n 4- i) ^ m (m — i).. . (m — n -t- 2 ) 

i. 2 . . .n i.2 ... {/i — i) 

A n sera egal a la somme de ces deux quantites, soit a 


m (m — i). . . (m — w 4- 2) 
1.2 ... (/I — i) 


m — n 4- 
n 


(m 1) m .. . (m — w 4 - 2 ) 

1.2 ... /i 


ce qui oonfirme la formulc. 


130. Soient w et v deux fonctions d’une ou de plusieurs 
variables. On aura generalement 

1 d ,n (uv) — e d n u -l- m d ,n ~ l u dv 4- . . . 

m(m — r)...(m— n-+- 1) 

1.2 ... /i 


d m ~ n u d' l v-±-...-{-ud ,n v. 


En eflet, Aw, Ae etant les accroissements de w et de e, on 
aura 


A (we) ~ (w 4- Aw) (e H- Ae) — uv — v Aw 4- w Ae 4- Aw Ae. 
Negligeant le terme du second ordre Aw Ae, et remplagant 
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Au y Av par leurs valeurs principales da et dv, on aura, pour 
valeur principale de Aw, 

duv —■ v da -f- w dr, 

ce qui confirme la formule pour m = i. 

D’ailleurs, en la supposant demontree pour le nombrc m, 
on verra, comme precedemment, qu’elle est vraie pour 
»i + i. 


131. Plus generalement, soit V = f(a, v) une fonction 
quelconque de u et de v, u et v etant encore des fonctions 
d’une ou de plusieurs variables independantes x, y. Propo- 
sons-nous de determiner les differentielles successives de V. 

On a pour la differentielle premiere, ainsi que nous l’a- 
vons vu, 

dV = ~ du + %dv. 
ou dv 


Pour calculer la diflerentielle seconde d 2 V, il faudra diffe- 
rentier cette expression. Or et ^ sont des fonctions de a, 
v, qui ont respectivement pour differentielles 


%-{d<, 

du 2 


d l f , 
dudV h ' 


d-f 
du dv 


du 


<Pf 

de 2 


dv. 


D’autre part, du, dv dependent de x, y, ... et ont, par 
definition, pour differentielles d*u, d 2 v. Appliquant la regie 
trouvee pour differentier un produit, il viendra done 


d 2 V =- 




Hh 

du di 


d\f 

du dv 
d l,r- 


d\~ J du -+- ^ 


d\f , d-f , 
-—— du + -r—r -dv 
du dv dv 2 


dv 


- i ^“ 2+2 


d\f 
du Ov 


du dv ■ 


d 2 f 

dv 2 


dv 2 


d l dhl+ d l d ^. 

du dv 


Une nouvelle differentiation donnerait d 3 V, et ainsi de 
suite. 
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On voit, par les formules qui precedent, que dV a la 
ineme forme que si u , v etaient des variables independantes; 
mais il n’en est pas de meme des diflerentielles suivanles : 
c/ 2 V, par exemple, contient des termes en d*u et d-v qui 
n’existeraient pas dans cette hypothese. 


XI. — Changements de variables. 

132. On a souvent l’occasion de substituer aux variables qui 
figurent dans une formule de nouvelles variables ayant avec 
les premieres une liaison connue. Nous sommes acluelle- 
ment en mesure d’indiquer les regies a suivre pour effectuer 
cette operation lorsque les fonctions a transformer con- 
tiennent des derivees. Nous allons les exposer en commen- 
cant par les cas les plus simples. 

Probleme I. — Soil y = F(^) une fonctioa de x 

• Supposo ns 

que x , au lieu d’etre une variable independante, soil lui- 
meme fonction d’une nouvelle variable t , et soient x\ 
x”, . . ., y,y f , . . . les derivees successives de x et de ypar 
rapport d t. 

On demande de trouver les relations qui existent entre 

( 'l. d lL . 


, . dy d 2 y 

ayant pour derivees successives -j-> > 

(XX Cviv 


dx dx l 


>y 


y etant, par rapport a t 7 une fonction de fonction, on aura, 
par la regie connue, 

, dy 
*=Tx x - 

Derivant de nouveau par rapport a £, en remarquant que 
dy 

^esl une fonction de x, qui est lui-meme fonction de t , on 


r 


dx°- x + dx 


aura 
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Derivant encore, on trouvera 




dx 31 


dx* XX+ tx X ' 


dy, d^ v 

Resolvant ces equations par rapport a dx*' 
trouvera reciproquement 

d\y x'y" — /x” 


> on 


(0 


dy _ V 

dx x ' 


dx 2 


On remarquera qu’en appelant d K x, d]x, .... d K y , cfjy 
les differentielles successives de x et de y par rapport a la 
nouvelle variable t, on aura 


d’ou 


d x 

dt 


y = 


d\,y 

W’ 


d ± 

dt 2 


dy __y_ _ d x y 
dx x' d { x 


Done la derivee de y par rapport a x reste egale au rapport 
des differentielles de x et de y, quelle que soit la variable 
independante. 

L’expression des derivees suivantes est au contraire chan- 
gee. On aura, par exemple, 

d 2 y _d x xd\y — d y v d\x 
dx 2 d { x s 


133. Probleme It. — Soit, comme precedemmenl 
y = F( x ). Posons 

( 2 ) x = f(t,u), y — u(t,u). 


Nous aurons trois equations entre x,y 7 t , u. Onpeut done 
considerer x,y, u comme des fonctions de t. Gela pose, on 

demande d’exprimer , • • • en fonction de /, */, 


du d 2 w 



VARIABLES RfiELLES. 


125 


Prenons les derivees successives des equations ( 2 ) par rap¬ 
port a la nouvelle variable independanle t. II viendra 

_/_ d f , d L ^ 

dt "*■ du dt ’ 

,_ do do du 

* dt ^ du dt ’ 

puis 

d 2 / d\f_ du d\f du 2 df cPu 

X dt 2 2 dtdu dt du 2 dt' 1 + du dt 2 9 

d 2 o d 2 o du d 2 o du- do d 2 u 

" dt 2 "dt du dt du 2 dt 2 dt 2 9 


On n’aura plus qu’a substiluer ces valeurs dans les expres¬ 
sions ( 1 ). 

134. Applications. — i° Soient x = p cosQ, y = p sin6. 
On demande Vexpression de la quantite 


T ~ dx 2 ] 
d 2 y 
dx 2 


(nous la rencontrerons dans la theorie des courbes, sous k 

do d 2 0 

110 m de rayon de courbure) en fonction de p, 6, ^ • 


On aura 


, CLJ . 

x — cosO — p sin 6, 


V — sin 0 + p cosO, 

A 

x' r — £ cosO — 2 -jr sin 6 — p cosO, 
aO - «0 

.. d 2 p . ^ dp . 

y" - sin 0 4- 2 ^ cosO — p sin 0 
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et 






5P 


„> ■*«— I 


x'/" — ’ 


rf2 p • 


x'y"—y'^'—y ^ cosO — p sine )(sinO -+- 2 ~ cosO — p sin6 




dQ 

rfp . - 

— I -J- sine -h p cos 


dp 2 d 2 p 

— o _ o ‘ -4- 5 2 

~ c»* ‘ e?6 2 ‘ ’ 


oc 


rffi 2 

d'-z 


d^ co ^- 2 %^- ?COi{) 


K = 



13o. 2° Les deux variables x et y etant liees par une 
equation, on demande d’exprimer les derwees x f , x", . . . 
de x par rapport d y en fonction des derivees y f , y ,! . . .. 
de y par rapport a x . 

On a, par lc iheoreme sur la derivee des fonctions inverses, 


x 1 — — « 

y 


Prenons la derivee de cette equation par rapport a la nou- 
velle variable independante y. En remarquant que y f , y u , . . . 
sont des fonctions de x, qui lui-meme est fonction de y , le 
theoreme sur la derivee des fonctions de fonction donnera 


x" — — 


r" y" 

Y lX ~ Y % 

y" r 3/ 2 

y n + 


X' — 


3 y" 2 — y'y'" 

■- ji - 1 - > 

y° 
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136. Les fonctions de plusiears variables donnent lieu a 
deux questions analogues, que nous allons traiter. 

Probleme III. — Soit z une fonction de deux variables x , 
y . On pose x —f(t , u), = u), t et u etant deux noti¬ 

ce lies variables. On demande d' ex primer les derivees par- 

. n dz dz d 2 z d 2 z d 2 z ~ , 

tielles -7-, -r-i -z — z—> r> ••• en fonction de t , u. 

dx dy dx 2 dx dy dy 2 

dz dz d 2 z 
dt 9 du 9 dt 2 9 

z etant fonction de x , y, qui sont eux-memes fonctions 
de t , u , sera une fonction composee de ces deux nouvelles 
variables. Prenons ses derivees partielles successives; il 
viendra 

dz _ dz dx 
dt dx dt 

j d z __ ( ^ r 

f du 


(3) 


dx du 
dz dz 


dz dy 
dy dt 9 
dz dy 
dy du 9 


puis, en remarquant que -r—> -c- 

dx dy Lt 

eux-memes fonctions de u, et de k, 


sontdes fonctions dex. 


Xj 


(4) 


(5) 


d 2 z _ / d 2 z dx d 2 z dy \ dx dz d 2 x 

dt 2 \d.z? 2 dt dx dy dt) dt dx dt 2 

f (Xz_ dx (Py dy\ dy dz d*y 

\ dx dy dt + dy 2 dt) dt dy dt 1 

_ d 2 z f dx \ 2 d 2 z dx dy d 2 z f dy 

dx 2 \ dt ) ~ 1 "" 2 dx dy dt dt + dy- \ dt 
dz d 2 x dz d 2 y 

dx dt 2 dy dt 2 9 


)' 


d 2 z _ d 2 z dx dx d 2 z / dx dy dx dy\ 

dtdu dx 2 dt du dxdy \ dt du du dt) 

d 2 z dy dy dz d 2 x dz d 2 v 

dy 2 dt du + dx dtdu dy otdu 

d 2 z d 2 z/dx\ 2 d 2 z dxdy d 2 z / dy\ 2 

du 2 dx 2 \ du J ^ ox dy du du dy 2 \ du ) 

dz d 2 x dz d 2 v 
dx du 2 + dy du 2 


(6) 
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On calculerail de meme les derivees troisiemes, etc. 

Cela pose, les equations (3), lineaires en ^•permettent 

d’exprimer ces quantiles en fonctions de ~ et des deri¬ 
vees partielles de x et y , lesquelles sont des fonctions con- 

nues de t , u. Portant ensuite les valeurs trouvees pour 4- 

r dx dy 

dans les equations (4), (5), (6), on pourra les resoudre par 

, d 2 z <y-z d*s . A 1 ,, . , , 

rapport a ri de meme pour les derivees des 

ordres superieurs. 

Cette metliode est evidemment applicable a des fonctions 
d’un nombre quelconque de variables. 

137. Remarque . — On ne doit pas perdre de vue que la 
derivee partielle ^ d’une fonction de deux variables x, y 

est, par definition, la derivee de z considere comme fonction 
de x , y restant constant. Si nous remplagons y par cp(#, m), 
de telle sorte que les nouvelles variables independantes soient 
x et u, la nouvelle derivee partielle par rapport a x sera la 
derivee de 5 par rapport a x, u restant constant . De ce 
changement de definition resulte naturellement un change- 
ment dans la valeur de cette derivee partielle. 

Soit, par exemple, z = F (x, y). On aura 

6b _ dF 
dx dx 


Mais, apres le changement de variable, on aura 


- — F !>> «)]> 


dz_ _ dF dF dy 
dx dx do dx 


138. Exemples . — i° Soient x, y, z trois variables inde- 
pendantes. Posons 

x — at -t- bu -b c c, 
r = aU b' it -h c' e, 
z=za rf L-h b"u -he" c, 
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a, b, c, . . . etant des constantes choisies de telle sorle que la 
substitution soit ortho g'onale, c’est-a-dire qu’on ait 

\x- -hj 2 +^ = / 2 + u 4- r 2 . 

Cette condition fournira le systeme d’equations suivant, 

a 2 4- a ’ 2 + a"- = 1, 
b 2 4 - b '* 4 - £"* — 1 , 

C 2 4 - c' 2 4 - c" 2 r— I , 
ah 4- a’b , -^a"b"~ o, 
be 4- 6 V 4- &"c" —- o, 

4- c'a' 4 - e ci" = o, 

ou le suivant, qui lui est equivalent, comnie on sail. 


a- 4 - 

IP 4- 

C * 2 

= I 

a ' 2 4 - 

V 1 -r- 

c ' 2 

- . 

a " 2 4 - 

b " 2 -f- 

c"~ 

— I 

aa' 4- 

bb' 4- 

cc' 

O 

a' a" 4- 

b'b" 4 - 

c c" 

— O 

a” a 4 - 

b" b 4 - 

c" c 

— O 



Soit maintenant V une fonction quelconque de a\ y, 
Considerons les deux expressions 



(PV (P_V (P\ 
dx 2 + dr* + dz 2 ’ 


quise presentent dans un grand nombre de problenies, etque 
M. Lame a nominees les para met res differentiels du pre¬ 
mier et du second ordre de la fonction V. Proposons-nous 
de les exprimer au moyen des derivees partielles de V par 
J. - I. 


9 
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rapport aux nouvelles variables /, u, r. On aura 

dV dV , dV „d\ 

- r; = a i h a i— a" — , 
at ox ay Oz 

dV ; dV ,,dV 7 „dV 
<)u= b ^+ b -d-y + b Tz' 


<r- v 

Ot 1 


d l \ 

Oil* 


<r-v 

OP 


— a ( a 


0 V _ 0 V 
dr 6 da? 

d 2 V 
Ox 1 
d 2 V 


a a 


—(— Cl ( ci 


Ox Oy 
d 2 V 


()x (Jz 


, dV 

c' t- -+ 

r , _d 2 V 
d^ dj' 
,, ^ 2 V 


,, <*v 

6 


<r-v 

Ox Oz 

, o*y 


a Oy 2 K Oy Oz 
, d*V „ d 2 V 
“ dy Oz ^ a Oz* 


^o*y 


--- a - -r—- -b <r 

Ox- 


<py 

Oy 2 


d- V 


d; 2 
d 2 Y 


-b 2 T —--b rb -—— 

OxOv Ov Oz 


„ 0* V 

* an Oz<)X 


= 6 >*v + bli w 

Ox- Oy - 




9 .bb' 


O^V 
Ox Or 


d*V 0 2 X 

2 b' b" -—- + 2 b" b -- --- , 

Ov Oz Oz O r 


, 0”- V ,, 0 i V ,.d*V 
- 6 " ^ +t ' + 


2 C*6* 


d 2 V 
da; d/ 


-b a c* c 


d 2 V 

d/d^ 


d 2 V 
Oz Ox 


Ajoulons les carres des trois premieres equations. II vien- 
dra, en tenant compte des equations (-), 



Les trois suivantes, ajoutees ensemble, donneront de 
meme 


o*y o*y_ d*v o_*v <p _v <py 

Ot* h On- 0t> 2 ~ Ox 2 + Of 2 + Oz 2 
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La forme des parametres differentiels n’est done pas 
altereepar une substitution orthogonale effectuee sur les 
variables, et e’est a cetle circonstance que ces expressions 
cloivent leur importance en Analyse. 


139. 2 ° Posons 

x — p sin 6 cos6, y ~~ p sin 0 sin^, z = pcosO, 


et proposons-nous d’exprimer les parametres differentiels 
de V en fonction des nouvelles variables ?> °> '{'• 

Le changement de variables qni precede equivaut evidem- 
ment aux deux suivants, operes successivement 


et 


x -- r cos^, y = /*sin^, z~z 
/zupsinO, — •!;, z — p cos0. 


Effeetuons le premier changement de variables. II viendra 


dV 

Or 

dV 

dT 

d 2 V 

d/* 2 

d 2 V 

Of 


dV , dV . , 

-cos'i>4- sin >1, 
Ox ‘ Oy 


dV . , dV 

-.-/■ sinH—r- /* cos 

Ox Oy 

0 2 V ,, d*V , . , d-V 

. — COS-'i/ 4~ 2 — -COS'i' Sill 'b 4- - - 

dx- dx* d/ ‘ ‘ Of- 


* <> • 9 , ^ » 7-1 , , 

-— /- sin-^ — 2 -r---- /- sin 'b cos i 4 - 

dx- dx* d/ 


sin 2 6, 
d 2 V , 

--—r /- COS-'L 

4 r 


<iV , <w . , 

-r— /* cos*!/-/• SI 11 

Ox ' Oy 


On en deduit immediatement 



d 2 V i d 2 V i dV _ d^V d*V 

Or* r 2 d^ 2 + /■ d/* dx* 2 Oy 2 


D’ailleurs, — et n’ont evidemment pas change. Les 
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d 2 \ I d 2 V I d 2 V 2 ()V COtO dV 

dp 2 p* (}0 2 p 2 sin 2 0 dty 2 T p cb p 2 ^0 
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140. Probleme IV. — Soit z une fonction de x,y. Po- 
sons 


(8) x-=f(t,u,v), y — o(t y u,v) y z = b(t,u,v). 


On demande d } exprimer les derivees partielles 


<Pz 
dx- ’ 
dv dv 


en fonction de t, u, v et des derivees partielles 
d 2 v 


dt 9 du 9 dt 19 

z etant une fonction de x, y 7 les quantites x, y, v seront 
des fonctions de t et de u y en vertu des trois equations (8). 
Prenant les derivees partielles de ces equations par rapport 
a ces nouvelles variables, il viendra 


dx df df dv dx df df dv 

dt dt ~ 1 "~ dv dt 9 du du + dv du 9 


dy _ do 

~dt ~~ dt 


dy dv 
dv dt 


dy do do dv 

du du dv du 9 


dz _d^ dv dz _ d^ d^ dv 

dt dt dv dt 9 du du dv du 9 


d^_d^/ d\f dv d 2 //dc\ 2 df dfv 
dt 2 dt 2 + " dtdv dt + dv 3 \d£/ dv dt-' 


On n’aura plus qu’a substituer ces valeurs dans les equa¬ 
tions (3) a (6), lesquelles determineront , vl’ • • • • 

(JOC O J (JiZ/ 

XII. — Changements de variables dans les integrates 
definies. 

141. Soient x el t deux variables, liees par la relation 
x — y{t). 

Nous admettrons que pour tous les points t d’un domaine 
borne E : t° la fonction cp conserve une derivee continue et 
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dilferenle de zero; ‘ 2 ° a deux valours distincles do / corres¬ 
pondent deux valeurs de x toujours distinctes. 

Cette seconde condition serait, d’ailleurs, unc conse¬ 
quence de la premiere si E elait d’un seul tenant; car il 
serait forme des nombres compris entre deux nombres lives 
/ 0 , T, et si x prenait la meme valeur £ pour deux valeurs 
dillerenles t { et l 2 de la variable /, x — ^ s’annulant pour 
ces valeurs, sa derivee o'(t) s’annulerait pour unc valeur 
inlermediaire, cc qui est contraire a notre premiere hypo- 
tliese. 

A l’ensemble E des points t correspond un ensemble E' de 
points x , et si t decrit un ensemble parfait E,, de longueur 
mesurable et interieur a E, x decrira un ensemble parfait E', 
interieur a E'. 

Soient 

I un point de E t ; 

/ -f- dt un point infiniment voisin ; 

./• et x -f- A# les points correspondants. 

On aura 

-(o'(/) + R) dt, 

II tendant uniformement vers zero avee dt dans le domaine 
E|. Si done dt reste inferieur a un nombre fixe convenable- 
ment choisi, R sera constamment moindre qu’un nombre 

1 • • r I \X I , 

arbitraire s. Le rapport --restera done compris entre 

I ^ I 

M 4 - £ et m — s, M et in designant le maximum et le mini¬ 
mum de | o r (t) |. 

On en conclut que E' a une longueur mesurable. Decorn- 
posons, en effet, la droite lieu des points t en elements inli¬ 
niment petits dt { , dt 2 , .... La somme des elements qui 
contiennent des points de la frontiere de E f sera infiniment 
petite. Soit dtk l’un de ces elements; les points de E, qu’il 
contient etant a des distances an plus egales a dtk de Tun 
d'entre eux t *, leurs correspondants seront a des distances 
du point#* qui correspond a t h moindres que (M-he)rf/*; 
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ils seront done tous contenus dans un segment 8 a de lon¬ 
gueur moindre que a(M + e) dt k . 

La reunion des segments 8 a forme un ensemble contenani 
la frontiere de E', et dont la longueur, etant au plus egale a 


2 


0 k < 2 (M 



dl/., 


est infiniment petite. Done E' a une longueur mesurable. 


142. Soit maintenant f(x) une fonction de la variable x r 
bornee dans E'; on aura 

/(^) =/[?( 0 ] = *"( 0 , 

E etant une fonction de /, bornee dans E,. 

Nous allons montrer que lintegrale, soit par exces, soit 
par defaut, de la fonction f(x), prise dans Finterieur de 
E', est egale a l’integrale correspondante de la fonction 
F(/)|'f'(OI prise dans Finterieur de E,. 

Gonsiderons, par exemple, les integrates par exces. De- 
composons E* en elements mesurables infiniment petits dt h , 
dt>, ... ct E' en elements correspondants Ax,, Ajc*o, ... ega- 
lement mesurables. Soient Ma le maximum de F(/)|©'(f)| 
dans Felement dt k \ celui de f(x) dans Felement \x k . 11 
faul prouver que les deux sommes 


M/. | dt/ 


1. 




lendent vers la meme limile. 

Soit t k la valeur de i a Forigine du segment dt k ; on aura 
| A r A | | <?'(**) If A | | dt/c |, 


| Ra j etant «< e si les elements sont assez petits. D’autre 
part, f(x) et F (t) n’etant que deux expressions diflerentes 
de la meme quantite, le maximum de V(t) dans Felement 
\dt k \ sera M^., et celui de F(/)[ <p'(*)| sera compris entre 
etM^NA, ilk et Na designant le minimum et le maximum 
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de | v r (t) | dans cet element. Comme on a 

M*|cp'(*A)| seracompris entrc les memes nombres. On aura 
done 

M k r- M k [ (l k ) 4 ~ £/.], 

j £/,-1 etant au plus egal a N/ f — n *. 

Or la fonction |y'(£)|, etant continue dans E,, l’est uni- 
formement; si done les elements sont assez pelits, on aura 

^k—n /,<£, (Toil |s*|<s. 

Cela pose, la difference 

M k | I — ^ | dt k | 

sera egale a 

V(R*—M*e*)|rf4|- 

Designons par u/ le maximum du module de f(x) dans E, ; 
le module de la somme ci-dessus sera moindre que 

(s 4- i) ^ | dtj. | — s(i 4 - hl'JL, 

et lendra vers zero avec e. 

La demonstration serait toute semblable pour les inte- 
grales par defaut. 

Si f(x) est integrable dans le domaine E', ses integrates 
par exces et par defaut coincideront; il en sera de meme des 
integrates de F (t)'3 f (t) dans E, ; cette fonction sera done 
integrable dans ce domaine. 

143. Remarque . — Si nous supposons la fonction f(x) 
bornec dans E', nous pourrons faire croitre le domaine E, 
de telle sorte que son aire tende vers I’aire interieure de E; 
colic de E^ tendra vers I’aire interieure de E', etl’egalite 

§ 1 ,.,/( ;r ) rf ‘ r - S E 
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demontree ci-dessus, deviendra a la limite 

gj /(*)<** g e F(0 ?'(<)*, 

sans qu’il soit necessaire de supposer que E et E' soient me- 
surables. 

144. Supposons en particulier que E et, par suite, lv 
soient d’un seul tenant; E sera forme par les valeurs de /, 
pour lesquelles on a 

^0 < ^ < T, 

/ 0 etT etantdeux nombres fixes; E' par les valeurs de # pour 
lesquelles 

.r 0 = j: = X, 

x 0 et X etant les valeurs correspondantes a t Q et T. 

L’integrale de f{oc)^ dans le domaine E', sera representee 
par 

f /{-*■) d-r, 

si X >> x 0 ; par cette meme quantite changee de signe, dans 
le cas contraire. 

De meme, I’integrale de F(t) 'f r (t) dans E sera represen- 
lee par 

si T >> t 0 ; par cette expression changee de signe, si T< V 
D’ailleurs |cp'(£)| est egal a 'f'(t) ou a —suivant 
que cette derivee est positive ou negative. La derniere inte- 
grale sera done egale a 



ou egale et contraire, suivant que (T — t 0 )o r (t) est positive 
ou negative. Mais cette quantite a le meme signe que X — x 0 , 
car lorsque t croit, x croit aussi, si <p'(£)]>o, et decroit an 
contraire, sicp'(£)<;o. 
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On a done, dans lous les cas, 

f J\*)d.v = f 

On peul done fornuilcr Ja regie suivante pour le changemenl 
de variable dans les integrates simples. 

Remplcicer dans la differentielle a integrer x par ©(*), 
dx par cs'(j) dt\ prendre pour limites de V inleg rale trans- 
formee les valeurs de t qui correspondent aux an- 
cielines limites. 

145. Passons au eas des integrales doubles. 

Soient x, y cl u , v deux couples de variables, bees par les 
relations 

x — ?0, r), v = Oi(w, r). 

Nous admettrons que, pour tous les points (w, r) d’un do- 
maine borne E : i° les derivees partielles de cp, <p, restent 
continues; a° que leur jacobien J reste different de zero; 
3° qu’a deux points ( u , e) differents correspondent deux 
points (x,y) toujours differents. 

A. l’ensemble E des points (w, v) correspondra pour les 
points (#, y) un ensemble E', et, si (//, r) decrit un ensemble 
parfait et mesurable E,, interieur a E, (x,y) decrira un 
ensemble parfait E' interieur a E'. 

146. Soient 

( u, r) un point de E, ; 

( u + du , v -f- dv) — ( Lf, V) un point infiniment voisin ; 

(x, y) el (x A x, y -h Ay) = (X, Y) leurs correspon- 
dants. 

On aura 

Ax — du h- ch -f- R du -f- R. dv — dx -t- R dw -+- lb dr, 
du de 

Ax zzz — — dii —dr —f- R 2 du —H- R 3 dv ~xzdy — 1 — li 2 du R 3 dv, 
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R R 1? R,, R 3 lendant uniformement vers zero avcc du , de 
dans loul le domaine E,. Si done | du | et j dv | nc surpassent 
pas un nombre p suffisamment petit, 

| R du 4 - Rj dr | et | R 2 du R 3 dr | 

resleront moindres quo 

*[\dii\ + \dv\], 

* pouvant etre choisi aussi petit qu’on voudra. 

La distance d t des deux points («, r), (// + d//, r + dr) 
est donnee par la formule 

d<r 2 —- d « 2 4- dv' 2 , 

el la distance As de leurs correspondants par celle-ci 
As 2 — Ax 2 4- Ay-. 


En designant par ds sa valeur principale, on aura 

ds 2 dx 2 4 - dy 2 = du 4 - ~ dv^j 4- (^~^ du 4- ^ dr^ 
— M du 2 4 - 2 \ du dr 4- P dv~, 
en posant, pour abreger, 



do do do i do, 
du dv du dv 


Le rapport ^ ne depend que de u, v et du rapport 

sa valeur ne sera done pas alteree si l’on y remplace du , dv 
par des quantites proportionnelles a, (3 telles que Ton ait 
a 2 -f- 4 2 = i ; il se reduira alors a 


du dv 4 


X ! ” + # t P 

du du 


C’est une fonction de it, v, a, (3 continue et toujours po- 
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sitive; 
fois 


car elle ne pourrait s’annuler que si 1 ’on avail a la 


do do 


do , 
du 



d’ou J = o, ou a = [3 = o. Or, par hypolhese, dans tout 1c 
domaine E, J est et, d’autre part, a 2 -f-j3 2 = i. Done 
celte fonction admet un maximum M 2 et un minimum ai¬ 
ds . 

lous deux positifs. Done enfin le rapport ~ est toujours 

compris entre les deux nombres positifs fixes M et m. 

D’autre part, [As — ds | est au plus egal a la distance des 
points (x -+- kx, y + A y) et (x -f- dx , y -f- dy ), laquelle ne 
peut surpasser elle-meme la somme de ses projections 

| lx — dx | -+-1 Ay — dy | = | R du 4- dv | 4- | R 2 du 4- R 3 dv | 

< 2 £ [ I du | 4 - I dv | ] < 4 tda. 

Is ds Is _ ds 

Le rapport — = — 4 —-—-—- sera done compris lui aussi 
rr da eta da r 

entre deux nombres fixes M 4 - 4 £ et m — \ z - 


147. 11 resulte de la que, si (w, v) decrit une ligne recti¬ 
fiable de longueur L, la ligne correspondante decrite par 
( x , y) sera egalement rectifiable et aura une longueur com¬ 
prise entre ML et mL. Car si Ton inscrit a ces deux lignes 
des polygones correspondants quelconques a cotes infini- 
ment petits, le rapport des cotes homologues et, par suite, 
celui des perimetres, seront toujours compris entre M 4 - 4 £ 
et m — 4s. D’ailleurs, si les cotes deviennent suffisammenl 
petits, on pourra faire decroitre s autant qu’on voudra. 

148. Cela pose, admettons que, le point (w, v) restant 
(ixe, on fasse parcourir a du eta dv toute la suite des valeurs 
de o a p, p etant un infiniment petit. 

Le point (m 4 - du , v 4- dv) = (U, V) decrira un carre Q 
de cote p, et son correspondant (x + Ax, JK + Aj) = (X, Y) 
se confondra sensiblement avec lc point (£, 7 )) qui a pour 
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coordonnees 

(Jo (Jo 

\ = x -4- =: x -+- V- du -4—r 1 - dv, 

du de 

dco. d o* 

T t — v-hdv=y-\ - -^du 4- —r— de. 

y d^ dr 

Ce dernier point (£, r 4 ) decrit un parallelogramme; car si, 

de etant nul, on fail varier da de o a p, (J*,r 4 ) decrira un 

! , .. do do, 

segment de droite ayant pour projections j^.p, p; et si, 

d’autre part, assignant a du une valeur fixe, on fait varier 

dr de o a p, (£, r 4 ) decrit un autre segment de droite ayant 

do do, . . , • i / 

pour projections— L p,p. Les projections etant mdepen- 

dantes de du , la direction et la longueur de ce nouveau seg¬ 
ment n’en dependront pas non plus. 

L’aire de ce parallelogramme P sera, d’apres une formule 
connue, egale a 


mod 


D’autre part, ses cotes seront au plus egaux a Mp et son pe¬ 
ri metre p a 4 Mp. 


do 

do , 

du ** 

du 

do 

do 1 

de ? 

de 


149. Quant au point (X, Y), sa distance au point (£, r 4 ) 
est, comme nous l’avons vu, moindre que la quantite 

2 s [ | du | | de | ] 

el a fortiori moindre que 4 ^p- 

Si done on construit deux nouveaux parallelogrammes 
l v et P", Tun exterieur, l’autre interieur a P, et dontles cotes 
soienl distants de ceux de P de la quantite 4 £ ?> l a region l\ 
du plan decrite par le point (X, Y) contiendra P", mais sera 
contenue dans P'. Or la difference des aires de P' et de P" 
est evidemment egale a 2 ./\sp.p et, par suite, au plus egale 
a 3aMep a . Mais elles comprennent entre elles l’aire P H egale 
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a | J | 0 2 . Elies sont done comprises Louies deux enlre 
[ | J | -f- Z f A Ms] p 2 et [ | J | — 32 Ms] p'- 2 . II en sera a fortiori 
de meine pour les aires interieure et exterieure de R. Celles- 
ci coincident d’ailleurs, comme nous allons le voir. 


150. En e!Tet, soit plus generalement E 2 un ensemble me- 
surable quelconque contenu dans E t (qui pourrait etre d’ail- 
leurs identique a E,); l’ensemble E!, decrit par ( x , y) lorsque 
( u , e) decrit E 2 est egalement mesurable. 

En effet, decomposons le plan des //, e en carres O de 


cote p. La soinme 



/deceuxde ces carrcs qui rencontrent 


la fronliere F 2 de E 2 tend vers zero par hypo these. A chacun 
d’eux Q i correspond un parallelogramme P,- d’aire moindre 
([ue la quantite 


[ I j I- 1 -+■ 32 M s] P 2 : - [ 1 j/1 -i- 3?. M t] 


J/ designant la valeur de J en un sommet du carre ()/. 

L’ensemble de ces parallelogrammes formera un domaine 
mesurable et parfait, enveloppant la frontiere F 2 de \i 2 el 
donl l’airc sera au plus egale a la soinme des aires des paral¬ 
lelogrammes P' (qui, en general, empietent en partie les 
11 ns sur les autres). Mais, en designant par u. le maximum 
de | J | dans E 2 , on aura evidemment 





quantite qui tend vers zero avec ^ Q/. Done E', (ist bien me- 
su rable. 

On trouve d’ailleurs aisement I’expression de I’aire de E'. 
En clFet, a chaque carre interieur a E, correspond dans 
i:; un element R*, mesurable comme on vient de le voir, ei 
dont Paire sera de la forme 


R*=[|J k\-i-r lJk ]Q ki 

t { h etant un inliniment petit, de module < 3 2 Ms. 
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L’aire de E' sera evidemment egale a 

ilia is on a 

| Q/, <32 M ^Q* < 32 M £ E,, 

expression dont la liniite est zero. On aura done pour l’aire 
ehercliee 

E'i lim^ | J/, | ^ | •) de. 



151. Soit maintenant f(x , y) une fonction de x, y, bornee 
dans E'. Posons f( r ?> ) = F(u, v). L’integrale, soil par de- 

faut, soit par exces, de f(x, y) dans Je domaine E' sera egale 
a 1’integrale correspondanle de F (it, v) | J | dans le domaine E,. 

Decomposons, en efTet, le plan des u, v en carres de cole p. 
Soient Q* l’un d’eux qui soit interieur a E, ; R* l’element 
correspondant de E', el considerons, par cxcmple, les inle- 
grales par exces. Designons par M* le maximum de F («, v) | .1 | 
dans Q*; par celui de f(x,y) dans R*. II nous faut mon- 
Irer que les deux so mines 




+ v.]Q/.- 


lendent vers la meme liniite. 

Or Je maximum de F(w, c) — /( x , y) dans Q* est evidem- 
ment m; ; et celui de F(m, ^)| J | est egal a Vk desi- 

gnant une quantile intermediaire entre le maximum N* et le 
minimum de | J | dans Q*. D’ailleurs, J etant continu dans 
E|, la difference N*— /i*, el a fortiori la difference |J*|— v*, 
tendra vers zero avec p, et cela uniformement. 

Cela pose, on aura 



iycu*: 


— T </>] MJ.Q*. 
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Or, si p lead vers zero, | J*| — v* et tendent uniformement 
vers zero, M A . reste au-dessous d’une limite fixe M 7 ; enfin, 

^Q/ f a pour limite l’aire de E* qui est fmie. Done la diffe¬ 
rence ci-dessus tend bien vers zero. 

152. Si la fonction f(x,y) reste bornee dans tout le do- 
mainc E 7 , l’egalite 

/(•*•> 

qui vient d’etre clablie, donnera a la limite, en faisant tendre 
E,, E' vers E et E 7 , la relation 

Sf/ 77 '*’’ ? s>de= S e f ( w '") i j 

sans qu’il soit necessaire de supposer que E et E 7 soient me- 
surables. 

153. Des considerations toutes semblablcs s’appliqucnt 
aux integrates triples. L’analogie est telle, qu’il nous suffira 
d’indiquer la marche du raisonnement. 

Soient x , y , £ et t , u, v deux series de trois variables liees 
par les relations 

x~o x {t y u , v), y — cp 2 (^, u , e), z = a , c). 

Lorsque (£, w, p) decrira dans l’espace un domaine E, (z\ r, z) 
decrira un domaine correspondant E 7 . 

Supposons : i° que dans tout le domaine E, ies derivees 
partielles de cp 2 , cp 3 soient continues, et leur jacobien J dif¬ 
ferent de zero; 2 ° qu’a deux points v ) differenls corres¬ 
pondent toujours deux points (#, y^ differents. 

Si (f, u,v) decrit un domaine parfait et mesurable E, in- 
terieur a E, (x, y, z) decrira un ensemble correspondant E'. 
interieur a E 7 . 

Soient (£, u , c), et ( t dt, u + da , v + dv ) = (T, U, V) 
deux points de E, infiniment voisins : leur distance ds sera 
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donnee par la formule 

ds 2 = dt 2 -\- du 2 -{- dv 2 . 


L‘t celle As de leurs correspondants par la formule 
As 2 — Ax 2 -h Ay 2 -+- A 3 2 , 
expression dont la valeur principale est 
ds 2 = <Y# 2 4- <i/ 2 ■ 




dt 

Mj a ^ 2 


2N 2 de dt 


dz 5 

dt 4- da 4- de ) 4- 
de 

M 2 du 2 4- M 3 de 2 
2 N 3 dt du, 


2 N j c/tf de 


ou 


''.=S(£) ! ' M -=S(fe 

Y 3 dcp£ dcp, N _ Y' d®/ d<? # * 
2 L dw de 5 2 ^ de d£ 


X.= 


“•=S(3f)’ 


d£ d*/ 


Si | dt |, \du\, | de i ne surpassenl pas un nombre donne p, 
la distance des deux points 

(x 4- Ax , v 4- Ay, z 4- Az) — (X, Y, Z) 

(4 

(x 4- dx , J 4- dj, - 4- dc) = ($, r n £) 

sera moindre que 3c [ | dt j 4- | da | 4- | de | ], t ne dependant 

que de p et tendant vers zero avec lui. 

As 

On en deduit que ^ est compris entre deux nombres po- 

silifs fixes M et m. Si done (T, U, V) decrit une ligne recti¬ 
fiable, il en sera de meme de son correspondant (X, Y, Z). 

Si (T, U, V) decrit un cube Q de cote o, (£, vj, £) decrira 
alors un parallelepiped^ P, de volume | J | p 3 et dont les cotes 
seront au plus egaux a Mp et l’aire A. au plus egale a 6 M 2 p 2 . 

Le point (X, Y, Z) est d’ailleurs a une distance de ( r n £) 
moindre que 3s [| dt | -f- | du | 4- | de |] et, a fortiori moindre 
que 9 sp. Si done on construit deux parallelepipedes P'etP 7 , 
bun interieur, I’autre exterieur a P, ayant leurs faces paral¬ 
lels a celles de P et a la distance psp de ces dernieres, le 
domaine R decrit par ( X, Y, Z) conliendra P", mais sera con- 
J. - l. 


JO 
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tenu dans P'. Or la difference des volumes de P' el de l y/ est 
evidemment 

2.950 A = io 8 M 2 sp 2 . 

On en conclut, corame aux n os 150 a 152 : 

i° Oue le domaine decrit par (#, y, lorsque (/, u, e) 
decrit dans E, un domaine mesurable est mesurable; 

2 0 Que si f(x, v, z) = F(£, u , e) est une fonction bornee 
dans E', on aura 

S E ,/(- r -J. z) de — ^ F(f, ", <’) I j | de; 

3° Que si y, z) est bornee dans lout le domaine E' 
mesurable ou non, on aura encore 

[^ E /( z ) dc =') I J I dc ' 

15 i. On traiterait par des procedes tout semblables le cas 
des integrales multiples d’ordre quelconque ; mais, l’intuition 
geometrique faisant ici defaut, il faudrait traduire en langage 
analytique les demonstrations relatives a Taire du parallelo- 
gramme ou an volume du parallelepipede et en faire l’exten- 
sion au cas de plus de trois variables. Nous ne nous y arre- 
terons pas. 

loo. Soient (u, e) un point d’un plan et z) un point 

de l espace, lie au precedent par les equations 

jo — cpj(w, r), / = ©*(«, e), sz=o a (u, r). 

Nous admettrons que pour les valeurs de (w, e) comprises 
dans un domaine E : i° les derivees partielles de <p 3 

restent continues; 2 0 les trois jacobiens 

. _ dcp 2 d'? 3 d© 5 d© 2 

da de da de 9 

P_d<? 3 dp, d<pt dp* 

da de da de ’ 

^_ dp, dcp 2 dp 2 dcp, 

da de da de 
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ne s’annulent pas simultanement; 3° a deux points («/,, v) 
distincts correspondent deux points (x,y, z) distincts. 

Le point (w, v) decrivant un domaine E, borne et parfait, 
interieur a E, le point (x,y, z) decrira une surface. 


156. Soient 
(u, v) un point de E, ; 

(u -b du , v + dv) = (LJ, V) un autre point infiniment voisin ; 
[x, y) et (x -h kx,y -h by) = (X, Y) leurs correspondants. 

On aura 

du + du -+- K, dv, 

du de 

A y ~ du -b dv -b R» -b R a c/e, 

17 d« de 

A .3 = -b ( ~-dv -b R v H- R 5 c/e. 
d« de 

Rosons 

dz- — du- -b dv-, 

A? 2 A.r 2 -b A/ 2 -b A; 2 . 


Cette derniere quantite aura pour valeur principale 


ds 2 = dx* 1 -b dy --b dz~ — M du 2 + + P ^/e 2 , 


M = 




d?/ 
de ’ 



On verra, comme au n° 146, que le rapport — reste eon- 

stamment compris entre deux nombres positifs fixes M et m. 

Si nous supposons que | du | et \dv\ ne surpassent pas 
un nombre o suffisamment petit, | R. j, |R||, ... resteront 
moindres qu’une quantite arbitrairement choisie s, et la 
distance des points (X,Y,Z) et 

(£, ri, £) = (x -b dx, y -b dy, z -+- dz) 

(et a fortiori la difference \s — ds) sera au plus e^ale a la 
quantite 

| R du -b Ri dv | -b. . . < 3 =. [ | du | -b | dv | ] < 6 s ds. 
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Le rapport ^ restera done compris entre M + 6s et m — 6e. 

On en conclut, comme au n° 147, que, si (U, V) decrit une 
ligne rectifiable, la ligne correspondante decrite par (X,Y, Z) 
sera egalement rectifiable. 


157. Si le point (U,V), partant de la position initiale (m, e), 
se meut dans le plan des w, v, le point 

». dcp t do x 

; —-.c- 1—H— 7 - dv, 
ou dv 


(h>* , 

v -h du 
ou 


d pd, 

dv 


d? z j dv :i , 

- - du H- 7 -- dv 

on dv 


decrira nn plan, dont l’equation 

A(5- J7) + B(r l -jr) + C(?-5) = 0 

s’obtient en eliminant du et dv entre les trois equations 
ci-dessus. 

Supposons que du et dv varient de o a p, le point (U, V) 
decrira un carre Q, et les projections du point (£,r t , ^) sur 
les plans coordonnes, des parallelogrammes, ayant respecti- 
vement pour aires | A |Q, | B | Q, | C | Q. Le point 
decrira done dans l’espace un parallelogramme, d’aire 

y/A* + B 2 -*- C 2 Q. 

j\Jais, si p est infiniment petit, le point X,Y, Z) decrira un 
element de surface infiniment voisin de I’element plan decrit 
par (;, r n £); nous sonimes done conduits a lui attribuer une 
airc, avant pour valeur principale 

\/A 2 + B'-f- Ci*Q, 

et, par suite, a definir de la maniere suivante l’aire Q f de la 
]>ortion de surface decrite par (.r, y, z) lorsque (m, e) de¬ 
crit E, : 

Nous decomposerons E, en carres infiniment petits; nous 
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multiplierons chacun de ces carres Q* par 
sjA'f. -t- Bj 4- C|, 

A*, B*, C* etant les valeurs de A, B, C en un de ses som- 
mets. La limite de la somme 


2 


V^A i 4- B/’. -h C[.Q/ t f 


qui n’est autre chose que 1’integrate double 



B 2 4- C 2 dcy 


representera 1’aire demandee . 

Supposons maintenant que E 1 tende vers E; 0, tendra 
vers une limite Q, egale a 


V 


/A-B - 4-' ~C* de. 


158. Lorsque la surface decrite par le point z) est 

un plan, I’aire Q est susceptible d’une mesure directe. II faut 
done etablir que notre definition nouvelle n’est pas en dis¬ 
cordance avec cette notion deja acquise. En designant par 
a, [3, y les cosinus directeurs de la normale au plan, nous 
aurons 


A 

a 



c 


: v/A " 4- B- 4- C 


noire formule devient done 


“ = ;S |A| *- 

Or | A | de est bien, comme nous l’avons montre ( ISO), 
l’aire de la projection de Q. 


159. Nous devons encore montrer que l’aire, definie 
comme nous l’avons fait, ne depend que de la nature de 
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la surface decrile par (x,y< z) el non du choix parliculicr 
des variables auxiliaires //, e. Posons, en effet, 

u — fi((iu ri), e — / 2 ("i> 

u { , e, elant deux nouvelles variables qui parcourcnt un do- 
maine F lorsque (u 7 v) parcourt le domaine E. On aura 

,r ~ ?1 (f\ > ft )? y — fl) i z ' 7 -~- fi) 

el, en appelant J le jacobieu de /*,, 

a __ __ __ v i 

1 diii di’i dcj ‘ ’ 

B t — BJ, 

C,r GJ. 

L’expression de Paire en fonclion des nouvelles va¬ 
riables iii, e, sera 


Jsj p v/A i -+- B* -r- C* rfe, = U v ; A- + | J | rfei- 

Or cetle integrate est bien egale a l’inlegrale 
^ VA'+B^TiJrfe 
[>rise dans le champ E (152). 


XIII. — Formation des equations differentielles. 

160. On lioinme equation differentielle de Uoiclre n 
toute equation enlre une variable independante x , une lone- 
lion y de cette variable el ses n premieres derivees. 

161. SoitjK une fonction quelconque, definie par 1’equa- 
tion 


(0 
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Toute equation deduite de la combinaison de ces equations 
avec la proposee sera une equation differentielle a laquellc 
satisfait la fonctionj^. Parmi ces equations, il conviendra de 
rechercher celles qui ont la forme la plus simple ou la plus 
avantageuse pour le but qu’on se propose. 

162. II arrive souvent que des fonctions dont l’expression 
contient des transcendantes ou des radicaux satisfont a des 
equations differentielles d’ou ces transcendantes ou ces radi¬ 
caux ont disparu. 

Soit, par exemple, 

y — arc sin x. 

On en deduit 

d’ou 

Prenant la derivee de cette equation et supprimant le fac- 
teurcommun 2 ^', on aura l’equation du second ordrc 

( 2 ) (1 — ^)f — ocy'—o. 

On peut deduire de cette equation une formule recurrente 
commode pour le calcul des derivees successives de y. Pre- 
nons en effet la derivee /?i i(hne de cette equation; il viendra, 
en appliquant la formule connue qui donne la derivee m"'""' 
d’un produit, 

(1 — x 2 )y( fn +*) — 2 — m (m — 

— jcy {m + x) — myW — o 
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et, en reduisant, 


(i — x *)y{m+*) — (2 m i )ocy( m +v — m 2 y r,n) — o. 

Cette formule se simplifie pour la valour particuliere x — o. 
Si I’on designe par y 0 , y' Q , ... ce que deviennent alors j 
y', . . ., il viendra 

On aura, par suite, 

/o~o, y»=2*y 0 = o, yy i) —o, 

yl ~ 12 jo =^=i 2 , 

/ 0 5) —3 2 y;=± i2 .3 2 , 


y 0 *^ i, =±i*.3*...( 2 , 4 -i) 2 . 

163. Considerons en second lieu 1’expression 

y = (d? + v/d? 4 — 1 )". 

Prenons la derivee logarithmique des deux membres, 
c’est-a-dire la derivee de leurs logarithmes; il viendra 

y _ n (x-h\Zx* -i)' __ n_ ^ 

y x — \j x 1 — 1 \jx -—i 

d’oil 

(x 2 \)y’ 2 — n 2 y 2 , 

011 , en prenant la derivee et supprimant le 1‘acteur commun 

(3) (x 2 — 1 ) y"xy' — n 2 y — o. 

Prenant la derivee /n iime de cette equation, on aura la for- 
rnule recurrente 

(x 2 —j) y( m+2 '> 2 mxy( m ~*~ x ) 

H- m(m — i^y(' n ) 4 - jry( ,n ~ hl ' ) 4 - m y( ,n ) — n 2 y( m ) — o 

ou, en reduisant, 

( X 2 I) y(m+ 2) +(2W+l) xy^n+D + ( m 2 — R 2 ) ><"■> = O. 
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Pour x = o, cette formule se reduit a 

( 4 ) y o m+i) =(m*-n')y'”\ 

164. L’equation differcntielle (3) subsisterait evidemment, 
ainsi que la formule (4) qui en est la consequence, si Ton 
changeait le signe du radical dans l’expression dey. Elle sub- 
sistera encore si Ton pose 

y — C (x 4- sjx 1 — i)" 4- C' (x — sjx 8 — i)", 

C et C' etant deux constantes quelconques, car le resultat de 
la substitution de cette quantite dans le premier membre 
de (3), etant evidemment egal a C fois le resultat de la sub¬ 
stitution de (x-\-\/'x 2 —i ) n plus G' fois le resultat de la 
substitution de (x — sjx -— i ) ;| , sera nul. 

Soit, en particulier, C = C' = et supposons n entier et 
positif. L’expression 

y = -J- (# 4- sjx- — i)" -h h (x — sjx- — i)" 

etant developpee suivant la formule du binome, les puis¬ 
sances impaires du radical se detruiront, et Ton obtiendra 
evidemment un polynome entier de la forme 

y == A n x tl 4- A ;i _9 x n ~~ -h... 4- A /i „ 2 pX ,l ~~p 4-.... 

Le coefficient A n peut se calculer aisement. On a en efiet, 
en divisant par x n et faisant tendre x vers oc, 

A„=z lim — 

" x n 




Pour calculer les autres coefficients, on remarquera qu’on 
a, en general, 

jJ- 2p =i.a.. .(n — 2p)A n - 2p , 
yn-tp-t =l 9 . .(rt — 2 p — 2)A n _ 2p _», 
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yH-2p-2 

AA— ip ) (n — ip — i)- °;, 7 _, /) - 

J 0 

ou, d’apres la formule (4), 


— ^/i -2/> 


('* — *»/?) (n — 2/7 — 1) 

(/l — 2/7 — 2 )" — /i 2 


• Cette relation permeltra de calender successivement tons 
les coefficients, en partant du premier. 

Posons 

X — COS'p, 

(foil 

\'x 2 —i = i sin o; 

il viendra 


y — i (coscp i sin c ) n 4 - \ (cos o — i sin o) n 

011 , d’apres une formule que nous etablirons plus loin, 

y—\{ cos no -+- i sin n o) -+-1 (cos n © — i sin no) 

— cos/icp =: cos 11 (arc cos#). 

Nous venons done d’obtenir le developpement de cos/icp, 
suivant les puissances de coscp. 


165. Soit, comme dernier exemple, l’expression 

__ d n (x-— i)' 1 
" tlx' 1 

Posons, pour abreger, 


En prenant la derivee logarithmique de cette expression, 
il viendra 


2 nx 

x- — 1 


Oil 


( x 2 — 1 ) z r — 2 n xz — o. 
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Prenons la derivee (n -f- i)'* n,e de cette equation; on trou- 
vera 


(x 2 — i) + f/i + l) 2 XZ( ,1 + 1) 


( n 4- 1 ) n 


2 


— 2 nxz ifl ^ l) — 2 n( n 4- i) z {n) — o 
ou, en remplacant z {n) par y et reduisant, 

{x 2 — i) y” 4- 2 xv 1 — n (n 4- i) y i— o. 

166. Considerons une equalion 

r, c ly . . . , c n ) = o, 

contenant, oulre les variables x , n conslanles c K , ..., c n . 
Cette equation represente une infinite de fonctions distinctes, 
que l’on obtiendra en donnant successivement aux constantes 
tous les systemes de valeurs possibles. Toutes ces fonctions 
satisferont a une meme equation differentielle de Fordre /*, 
qu’il est facile de former. Prenons, en effet, les n premieres 
derivees de cette equation; on obtiendra les nouvelles equa¬ 
tions suivantes 

dF OF 


0 2 F 

Ox 2 


Ox 
O 2 F 

2 -— 

Ox Ov 


.y 


Or 

u 0*F 

0y L 


■ o. 


dF 


y + y" 2 + Yy y " ~ 


()" F 



o. 


Entre ces equations et la proposec, eliminons les con¬ 
stantes c„ \ nous obtiendrons I’equation chercbee 




167. Considerons, par exemple, l’equation 

x 2 y 2 

a+T + bVx — 

ou A et B sont des constantes determinees et Xun paramelre 
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variable. Gelte equation, consideree au point de vue geome- 
triqne, represente un systeme de coniques homofocciles. (Si 
nous supposons, pour fixer les idees, A^>B, les foyers reels 
seront sur l’axe des x , a la distance dzy/A — B de Tori- 
gine.) 

Prenons la derivee de celte equation; il viendra, en sup- 
primant le facteur commun 2 , 

X YV' 

-r + rr—~ “ °- 

A -h A 1> -r- A 


Des equations precedentes, on deduit 


A 4 - a ““ 
A 4 -1 = 


x l y — xy ’ 
x l y' — xy 


1 _ 1 

B 4 -1 ~~ y- — xyy' ’ 

B 4- l = r 2 - xyy'. 


Eliminant X, on aura l’equation diflerentielle de ce sj steme 
de coniques 

. D x*y'—xy , , 

A — B = —- y- 4- xvy’ 


xyy' 2 4- (x 2 — y 2 — A -4 B) y’ — xy — o. 


108. Considerons t’equation 

x 2 y~ 4 - rtax 4- 2 by 4- c — o, 

qui, consideree ail point de vue geometrique, represente 
1’equation generate des cercles. Cette equation contenant 
trois constantes, l’equation diflerentielle qui s’en deduit sera 
du troisieme ordre. Pour l’obtenir, nous formerons les de- 
rivees successives 

x -4 yy' 4 - a 4- by' — o 

(nous avons supprime le facteur 2 pour plus de simplicite), 

1 + y 2 4- yy" + by" — o, 

Zy''y" 4 - yy"’ 4- by’" = o. 

Eliminant b entre ces deux derni&res equations, nous ob- 
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tiendrons 1 ’equation differentielle des cercles 

(I + y 2 -h r/') — /' (3/'/' ) = o 

ou. en reduisant, 

(n-/*)/'— $yy"* = o. 


169. L’equation differentielle des coniques a ete obtenue 
par M. Halphen de la maniere suivante : 

L’ordonneej^ d’une conique est definie par 1 ’equaLion 

i 

y— ax b ± (p x 2 -I- 2 q x 4 - /*) 2 . 

On en deduit, par des derivations successives, 


y r — a ± (px -h q) (px 2 -\- iqx H- /*) 2 , 

_l _ 3 

y" — — p(px 2 -1 - 2 qx-+-r) 1 zp {px -h</) 2 (px 2 H- 2 r/x -f- / ) 2 
_ p(px 2 -\- ‘iqx /•) — (px -4- q) 2 

(px 2 - f- 2 qx H- /■)* 

_i_ pr — 7 s 

- 3 ’ 

iqx -+- /•)* 


d’ou 

(5) 


1 p x 2 2 q x -h r 

{pr — q^y 


ct, en effectuant trois nouvelles .derivations, 

(G) (/'"»)'r.-.o. 

Si la conique est ime parabole, p sera nul. Le second 
membre de l’equation (5) ne contenant pas de terme en x 2 , 
deux derivations suffiront pour faire disparaitre les autres 
constantes. L’equation differentielle des paraboles sera done 

( 7 ) (/ r " 3 )=o. 

II est ais£ d’obtenir les equations ( 6 ) et ( 7 ) sous forme 
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170. Glierchons enfin Ja condition pour que des fonctions 
y t , y 2 , y n d’une meme variable x soient liees par une 
(‘({nation lineaire a coefficients constants 

Gj Vi -f- C0JK2 + •••■+■ C/i yn — °* 

Prenant les derivees successives de cette equation, il vien- 
dra 

G 1 J 1 +G 2/2 C n y' n = 0 , 


c 0 ' ( r l) +- c 2 /r n +• • •+c./r n = o 

ct, en eliminant les constanles, 


71 

7-2 

JK/i 

7i 

72 


jr u 

7sr 1 ’ • 

v (/t-i) 

• • / /t 


On verra dans le Calcul integral que cette condition est 
suffisante. 
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171. On donne le nom d ’equation aux derivees partielles 
d’ordre n a toute equation entre des variables indepen- 
dantes x K , x 2 , .. x p , une fonction z de ces variables et ses 
derivees partielles des n premiers ordres. 

172. Soit 

F (x i, • • • j x p , z , c i j ••• 5 c n ) — o 

une equation contenant n constantes arbitrages et definissant 
une fonction z des p variables independantes x p . On 

pourra joindre a cette equation ses p derivees partielles 

dF dF dz_ _ 

dx x dz dx x 


dF dF dz_ 
dx p dz dx p 


par rapport a chacune des variables independantes x ,, . 


x p , puis ses 


P(P + 0 
2 


derivees partielles du second ordre 


d 2 F d 2 F d~ d^F / dz y dF (Pz 

dx\ 2 dx x dz dx'i + dz 2 \d^ ly / dz dx\ 


et ainsi de suite jusqu’a ce que le nombre total 

k - , + P(P-+-')••-(P-F ? — 0 

“ 2 * * 1.2. . .p 

des equations ainsi obtenues surpasse le nombre n des con¬ 
stantes arbitraires. Eliminant ces n constantes entre les k 
equations, on obtiendra un systeme de k — n equations aux 
derivees partielles d’ordrep, a chacune desquelles z satisfera, 
quelles que soient les valeurs des constantes c f , ..., c n . 


173. Considerons maintenant la fonction z definie par 
Inequation plus generate 


Ff^l, . . . , Xpy Zy r fl • • • > a /J-l)> ^2 (Pi? • • •) Pp—1)> • • •] - O, 
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ou a,, ..., Pi, ..., ... designent des fonctions 

connues de x K , .. x p , z , et cp,, cp 2 , .. . des fonctions arbi- 
traires. Joignons a cette equation ses derivees partielles sue- 
cessives des ordres i, 2 , p. Nous obtiendrons ainsi 

, +p+P±P±A +... + + = k 

2 I . 2 . . . p 

equations, dans lesquelles figureront les quantites suivantes : 
i° x t9 ..., x p , 5 et ses derivees partielles jusqu’a l’ordre p ; 

2 0 la fonction cp, et ses derivees partielles , 

• • * jusqu’a l’ordre p, la fonction cp 2 et ses derivees par¬ 
tielles ... jusqu’a l’ordre p, etc. Le nombre l de ces 
dernieres quantites sera evidemment egal a 

f T , „ , , ip — 0^-• -(P + P — 3)1 


// designant le nombre des fonctions cp n cp 2 , .... 

Donnons successivement a p les valeurs 1 , 2 , 3, .... 11 
arrivera necessairement un moment ou le nombre k des equa¬ 
tions surpassera le nombre l. En effet, en changeant p en 

0 -f- 1 , on accroit le nombre des equations de — ^ + 
k ’ ^ I . 2 . . . ( 0 —H 1) 

t 1 1 a 1 (P — t )n.. .(p -+- 0 — 1 ) 

landis que le nombre l s accroit de n — -----> 

1 1 . 2 .. .(p -+- 1 ) 

quantite inferieure a la precedente, si p + p > n(p — 1 ). 
Done, des que p surpassera n(p — 1 )—/>, k croitra plus 
rapidement que l et finira par le surpasser. A ce moment, on 
pourra eliminer entre les k equations obtenues les fonctions 
cp,, cp,* et leurs derivees partielles; on obtiendra ainsi 
k—l equations entre x K , ..., x p , z et ses derivees par¬ 
tielles jusqu’a l’ordre p, et la fonction z satisfera a ce sjs- 
temc d’equations, de quelque maniere que soient choisies les 
fonctions arbitraires cp,, ..., cp„. 

Nous allons faire quelques applications de cette theorie. 
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174. Supposons d’abord que l’equation qui determine z 
soit de la forme 

(8) F(#i, m 2 , • • * > u p) — °> 

u p designant des fonctions connues des variables im 
dependantes X \, ..., x p et de z. Si 1 on con<^oit que z ait ete 
remplace par sa valeur en x 4 , ..., x p , u ,, ..., ^ devien- 
dront des fonctions de x seulement, ajant pour 
derivees partielles 


du i 

du x dz 


du x 

du { dz 


dz dx ! 

dx,, 

dz dxp 

. du n 

du n dz 

T>x f u P = 

diip 

diip dz 

dx\ + 

dz dx i ’ 

X- L 4- 
dx p 

dz dxp 


Pour que ces fonctions soient liees par une relation telle 
que (8), il faut et il suffit que leur jacobien soit nul : on 
pourra done ecrire immediatement l’equation aux derivees 
partielles 

1 Ur. T>jr p U v 

i Dji*, ... Y) X yit p 

a laquelle z doit satisfaire. 

Voici quelques exemples : 

175. L’equation 
(9) x — az = o(y — bz) 

represente un cylindre parallele a la droite (x = az, y = bz). 
Eu effet, cette surface a une infinite de generatrices recti- 
lignes paralleles a cette droite eldonnees par les equations 

x — a z — (a), 

y — bz — a, 

a etant un parametre constant pour une mime generatricc, 
mais variable d’une generatrice a l’autre. 

J. - i, n 
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Ed faisant varier la forme de la fonction cp, on aura line in¬ 
finite de cylindres differents. Ils satisfont tous a une memo 
equation aux derivees partielles, que Ton peut ecrire imme- 
diatement. 

En effet, l’equation ( 9 ) elablissant une relation entre les 
deux fonctions x — ciz , y — bz des deux variables indepen- 
dantes x et y, le jacobien de ees fonctions sera nul, ce qui 
donnera l’equation 





176. L’equation 



ou cp est une fonction arbitraire, represente un systeme de 
cones ayant pour sommet le point («, 6 , c) et pour genera- 
trice les droites 


x — a 
z — c 


= ?(*)> 



— a. 


L’equation aux derivees partielles de ces cones s’obtiendra 
en egalant a zero le jacobien 


, , Oz 

^- a) d^c 

y- 

-b dz 


{-■- 

- cy- d.v 

t \ 

^~ a) Ty 

. ( - y ~ 

<8|£l 

| 

1 

(- - c) 1 

_ ~T= 

-cy 


ce qui donne, en elfectuant les calculs et chassant les deno- 
minateurs, 

dz . ,. Oz 
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177. L’equation 

x- + J 2 + T — ? ( ax -+- by 4- cz ) 

represente un systeme de surfaces de revolution dont les pa 
ralleles 

y 2 -h ^ 2 = cp(a), 
ax by 4- cz — a 

X V Z 

sont perpendiculaires a i’axe — = = - • 

Ces surfaces satisferont a Tequation 


a-\-c- t— 
ox ox 

dz _ d3 


^ = ( C y - 


178. Une fonction m de plusieurs variables x, y, ,3estdite 
homogene et d'ordre n si elle peut se mettre sous la forme 


x y 

U = S n 9 l - 3 ~ 


II resulte de cette equation que 3 11 u est fonction de — et 

Y 

de • On aura done, en egalant a zero le jacobien, 


n z~ l ~ n a 


ou, en effectuant les calculs et chassant le denominateur . 3 rt+3 , 

du On du 

dx J dy dz 
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179. Comme seconde application de la tlieorie generale do 
1’elimination des fonctions arbitraires, considerons un sys- 
teme de p fonctions z, a,, ..., y. p _\ des p variables indepen- 
dantes x K , . . ., x p , determinees par le sjsteme des equations 
simultanees 

Fi (x u . z, a M -o„ . . ©„) - o, 


byj (^1) • • • 5 a l> • • • > a y> -1> ^pl) • • •> ?«) — 


oil S|, ..., designent des fonctions arbitraires de a,, .. 

Nous allons montrer que £ satisfait a une equation aux 
derivees partielles d’ordre /?, independante de ces fonctions. 

Formons, en effet, la derivee partielle de par rapport a 
x , ; elle sc composera : 

„ i-k dFj dF, dz , * ! • • i 

i° Des termes -r-1-r— -— ? dus a la variation de x { el 

ox^ o z oxi 

de z] nous les designerons, pour abreger, par D Xi F 4 ; 

~ fd F, dF t d ?1 , \d* t / , 1 

f>.° Des termes -r-\—r- L ~ +.. . —> dus a la vana- 

\ da 1 o r f i ) ox i 

da 

tion de a, ; nous les designerons par D a F< 1 

Ox i 
da., 

3" Des termes analogues D a ,F| ■ • •» Jus a la variation 

des autres paramelres a 2 ,- 

lleunissant tons ces termes, on aura Fequation 




Les derivees partielles par rapport a x 2 , . • • donneront de 
meme 


Fliminant enlre ces p equations les p — i quantites D ai F,, 





VARIABLES RfiELLES. 


lG5 


D as F,, ..., il viendra 
D..F, 
D^F, 


da, 

da 2 

dx Y 

dxi 

da. 

da 2 

dx 2 

d.r 2 


Ce determinant, developpe, sera de la forme 


AD ri F, -t- BD^Fj -+-.. — o, 


A, B, ... etant des fonctions de 


da, da, 

dJCi dx 2 


Les equations F 2 = o, ... donneront de meme 


AD r| F 2 h- BD^F, — o, 


Eliminons entrc les equations qui viennent d’etre obtenues 
les rapports des coefficients A, B, ...; il viendra 

D*! Fi F, ... 

D*, 1 H 2 ^x t F-2 • • • — °' 


Le premier membre de cette equation sera une fonction 


, dzdz 

de 0C \, ..., xp, Zj » • • • y ^ ~ • • • > a />—< > 'p i ? • • •» ?/u 

que nous designerons par F^+j. 

Designons par D*. F^, la portion de la derivee partielle 
de F^i par rapport a Xi qui provient de la variation de Xi, 


dz 
Z ’ dx t 
velle equation 


U+> UZ i l a 

-r—> • • • > -r—: on trouvera de Ja meme maniere une nou- 
Anr ' ox u J 


D. F 


.F 


. . . ! 
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dans laquelle figureront, outre les quantites precedentes, les 
derivees secondes de z. 

Continuant ainsi, on obtiendra une suite d’equations 

1 i - o, • • • * — 1 O? • • • > L /)-+-« 

entre lesquclles on pourra eliminer les p — i + n quantites 
a,, ..., a p ._ K , cp,, . cp /n ce qui donnera une equation au\ 
derivees partielles d’ordre n. 


180. Exemple . — Cherchons l’equation aux derivees par- 
lielles des surfaces reglees. On nomme ainsi celles qui sonl 
engendrees par le mouvement d’une droite. Les generatrices 
d’une telle surface auront des equations de la forme 


Fj — x — az — a~o, 

F -2 — y — bz — p — o. 

Trois conditions sont d’ailleurs necessaires pour determiner 
le mouvement de la droite. Ces conditions permettront d’ex- 
primer trois des coefficients, par exemple &, [3, en fonc- 
lion du quatrieme, a. 

Appliquons la methode precedente. Nous formerons l’equa- 
lion 


o — F 3- 


D X F, 

Dy F, j_ 

dz 

l ~ a dl- 

dz 

a dy 

D x F 2 

Dy F -2 1 

— b^- 

I 

1 ^ 

1 


i 

dx 

dy 


dz , dz 

— i — a- - b — • 

ox Or 


L’equation suivante sera 

I F 3 D r F 3 
° ~ | , dz dz 

I — b— 1 — 6-5- 

dx dy 


-( I_ b ^) DxV 3 +b d^ T)yFi 


1 , cn remplagant 1 — b ^ par a ^ et supprimant le fac- 



dz 

teur commun -v—> 
dx 
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o — a F 3 4- b Dy F 3 


— a\ci 


dx 2 
d 2 z 


+ b 
2 ab 


d 2 x 


dx dy 
d 2 z 


+ b ( a £fd} 

d 2 z 


d 2 z 

'dy 2 


dx' 2 ‘ ~dx dy 
On trouvera de meme l’equation suivante 


o — F 5 — u D >r F4 -f- b Dy F4 


dx 3 


3 a 2 b 


d 3 ; 


dx 2 dy 


3 ab 2 


dx dy 2 dy 6 


On n’aura plus, pour obtenir l’equation aux derivees par- 
tielles, qu’a eliminerle rapport - entre les deux equations F* 
et F ;i . 


181. Considerons enfin une fonction 5 definie, ainsi qne 
les parametres a, ? ..., a^, par un systeme d’equations de 
la forme suivante 

i f(*l, ...,X P9 S,Z U cp,, . --O, 

I D «i/=<>, D a ,/= o, Da /; _,f — o. 

Prenons les derivees partielles de f par rapport a chacune 
des variables independantes x { , ..., x p . En vertu des equa¬ 
tions ( 10 ), ces derivees se reduiront a leurs premiers termes 
D x% f, ..., D, /. On aura done 

D*,/ = o, D Xp f—o. 

Designons ces equations par 

Fj = o, F^o. 

On en deduira, comme dans le probleme precedent, une 
suite de nouvelles equations 

^/M-l — • • 1 ) = O. 
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Ces equations, jointes aux precedentes et a la primitive 
f — o, fourniront un systeme Ae p + n equations, entre les- 
quelles on eliminera a,, ..., ,, cp,, ..., o n . L’equation 

resultante sera encore de l’ordre n . En efFet, F l7 F^ 
contiennent ^ et ses derivees partielles du premier ordre; 
F p+i contiendra, en outre, celles du second ordre, etc.; enfin 
F^^, contiendra celles du n u ‘ me ordre. 


182. Exemple. — Cherchons Tequation aux derivees par¬ 
tielles des surfaces developpcibles. On nomine ainsi celles qui 
sont definies par le systeme des deux equations 

f—z — 'xx—^y — v = o, D a /= o, 

et v etant dcs fonctions de a. 

On en deduira, d’apres la methode preeedente, 


puis 


F = 

1 Ox Ox 

_c)/__dz 

Ay- Oy 


— a = o, 

— P = o, 


<Pz d*z 
Ox 2 Ox Oy 


Ox Oy Oy ’ 2 


o. 


Ce sera I’equation cherchee. 
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CHAPITRE II. 

VARIABLES COMPLEXES. 


I. — Fonctions synectiques. 

183. L’introdaction des nombres irrationnels ne suffit 
pas encore pour rendre resolubles toutes les equations alge- 
briques. II est necessaire pour cela de faire intervenir une 
derniere notion, celle des nombres complexes, 

Soit P = Ai“+ Bi /W_l -h.. .4- K un polynome entier, a 
coefficients reels, contenant une indeterminee i. En le divi- 
sant par f 2 -f- 1 , on obtiendra un resultat de la forme 

P = Q(/' 2 -+- 1 ) 4 - a 4 - bi. 

Nous conviendrons de negliger les multiples de 1 2 4 - 1 , et 
de considerer comme equivalents^ et representant un seul 
no mb re complexe (on imaginaire ),\tousles polynomes qui 
donnent le meme reste. Parmi ces polynomes, le plus simple 
est le reste a -b bi lui-meme, qui sera la forme normale du 
nombre complexe. La maniere la plus simple de former ce 
reste consiste a remplacer partout dans Fj i 2 par — 1 , i 3 par 
— i, f 4 par 4 - 1 , i* par etc. 

Si b = o, ce nombre sera reel; si a = o, on dira qu’il est 
purement imaginative; si a = b = 6, il sera nul. 

Un nombre complexe a -b bi peut etre represente geome- 
triquement par un segment de droite, dont les projections 
sur deux axes rectangulaires Ox et O y soient respectivement 
a et b, Soient p la longueur de cette droite, cp Tangle qu’ellc 
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fait avec OX; on aura 

p coscp = ci , psincp = &, 

/~T ~,—zl a • b 

p— \ja l -\-b l , cos cd — —, sin cs = - • 

p ‘ p 

La quantile p, qui doit etre prise positivement, se nommc 
la valeur absolue ou le module de a + hi; on la represente 
par la notation j a -+- hi | ou mod (a - 4 - hi). 

L’angle <p est Vargument de a-\-bi; il n’est determine 
qu’aux multiples pres de 27 :, lorsque a el b sont donnes. 
Le module, au contraire, est entierement determine*, il ne 
s’annule que si Ton a simultanement a = o, b = o, d’ou 
a + bi = o. 

Deux nombres complexes a -+- bi et a — bi , qui ne diffe¬ 
rent que par le signe de la partie imaginaire, sont dits con- 
jugues entre eux. Ces nombres ont le rheme module, ainsi 
que les nombres — a — bi, — ci + bi, qui leur sont egaux el 
opposes. 

Si la droite representative du nombre a + bi a son point 
de depart a l’origine des coordonnees, son autre extremite 
sera au point x = a, y = b. Ce point se nomme Yaffixe de 
a 4- bi. 

184. Soient a + bi. a! 4 - b'i, ... des quantites complexes. 
Leur somme 

(ci ci’ (b b r i 

sera evidemment representee par la resultante des droites 
qui representent separement les nombres a -f- bi, o!-\- b’i, .... 
D’apres les proprietes connues de la resultante, nous pour- 
rons enoncer la propriete fondamentale suivante : 

Le module d’une somme de quantites complexes ne peut 
surpasser la somme de leurs modules; mais, d’autre part, 
il est au moins egal au plus grand de ces modules, dimi- 
nue de la somme des autres. 

On peutremarquer encore que, si les directions des droites 
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composantes sont toutes comprises dans l’interieur d’un 
angle d’ouverture inferieure a tz, la resultante j sera egale- 
ment contenue. 

Done, si les termes d'urie somme ont des arguments 
dont les differences mutuelles soient toutes << tz, Vargu¬ 
ment de la somme sera intermediate entre les arguments 
de ses termes. 

La difference de deux nombres complexes a -b bi, a' 4- b'i 
sera definie par l’expression 

(a — a') -h (b — b')i, 

dont le module sera compris entre la somme et la difference 
des deux nombres a -4- bi, a 1 - f- b' i. 

185. Le produit des deux nombres a -f- bi, a 4- b'i sera 
donne par la formule 

(a -h bi) (a'4- b'i) = aa' 4- (ba' + ab')i -h bb'i 2 , 
ou, en divisant par i 2 - h i et ne gardant que le reste, 

( aa' — bb ') -j- ( ba' -4- ah') i. 

Ge resultat prend une forme plus interessante si Ton met 
en evidence le module et l’argument des deux facteurs consi- 
deres; on aura alors 

a bi — p (cosep -h i sincp), 
a'-h b' i = p' (coscp / -f- fsincp^) 

et, pour le produit, 

pp'[cosep cosep'— sinep sinep'-f- i(sinep cosep'4- sin ep' cosep)] 

= pp' [COS (ep 4- ep') 4- i sin (ep 4- <p')]- 

Done le module d'un produit est le produit des modules 
des facteurs, et son argument la somme de leurs argu¬ 
ments . 

186. Le rapport des deux nombres a 4 - bi et a' + b' i 
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sera lc nombre x H- yi qrii, multiplie par le diviseur, repro- 
duit le (lividende. On devra done avoir 

a -+- bi — ( a’ - b' i) (x 4 - yi) — a'x — b’ y -h i(b’x -4- a’y). 

Cette equation se decompose dans les deux suivantes 
a’x — b’y — a , b'x 4- a'/ = b y 

d’ou l’on tire 

_ aa'-h-bb' _ ba ’— ab’ 

x ~ ’ y ~ ' 

Le probleme comporte done une solution unique et tou- 
jours admissible, si le diviseur ci’b f i est different de zero. 

II est manifeste que les regies du calcul algebrique s’eteri- 
dent aux nombres complexes. 

187. On dit qu’un nombre complexe variable x -h iy tend 
vers une limite fixe c + di, si 

I x + iy — (c -I- di) I = — c) 2 +(/ — ’d) i 

tend vers zero. 

Cette expression est au moins egale a | x — c | et a | y — d |. 
Elle ne peut done tendre vers zero que si x tend vers c ely 
vers d. 

Cette condition est suffisante, car on a 

| x iy — c -h di | ^ | x — c \ + | y — d |, 

et les deux termes du second membre tendent vers zero, si x 
lend vers c et y vers d . 

Les proprietes des modules d’une somme algebrique on 
d’un produit demontrees aux n os 181 et 185 sont precise- 
ment les memes qui ont ete signalees au n° 6 dans le cas 
particulier des nombres reels et qui ont servi de fondement 
dans le § II pour l’etude des ensembles. Les proprietes trou- 
vees dans ce paragraphe subsistent done dans le cas ou les 
variables x, y, ... parcourraient non plus Ja suite des nom¬ 
bres reels, mais celle des nombres complexes. 
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188. Soientx,j>', ... des variables independantes reelles, 
P et Q des fonclions reelles de ces variables, definies dans 
l’interieur d’un domaine E et admettant des derivees par- 
tielles continues. La fonction complexe « = P + admet- 

tra des derivees partielles ^ 

inent continues, et son accroissement A*/, lorsqu’on passe 
du point. (,x, y, . . .) au point (x -f- Ax, y -f- A y, . . .) sera 
de la forme 


.dQ dP 
1 dx 9 dy 


dQ 
L dV' 


egale- 


v -f dP 

U \dx 

+ (R- 


: dQ\ 

dx ) 
Si) Ax 


Ax 


dP . dQ 
dy + 1 dy 
(R 1 +S,t) A y 


Aj 


R, S, R,, S,, ... tendant vers zero avec Ax, A y, ... (et cela 
uniformement dans tout ensemble E, borne et parfait inte- 
rieur a E). 

Supposons les variables x, y, . . . en nombre pair; repre- 
sentons-les par x, y; x,, y { ; ... et formons les combinai- 
sons complexes 

v - 

- = x H- IV, = x x H- iy lf 

On aura 

A; = Ax + i\y, kz l = Axj -h fAjj, 

| A; | = | Aa; [ = | A/ |, | As, | = | Aa?, | = | Aj, |. 

L’expression 

(R -4- Si) Ax — 1 — (Rj S { i) A v —[- . . . 

pourra done se mettre sous la forme 

, p A-3 -b Pi A^j , 

les quantites 

P = (R + S«)^ + p,=..., 


tendant encore vers zero en meme temps que Ax, A y, Ax,, 
A y K , . . . (et cela uniformement dans E,). 
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Si, d’autre part, nous supposons les derivees partielles 

dP dQ dP dQ , . 

——j -r- , -t— , -rr-± ? • • • liees par les relations 
Ox Ox Oy ay 1 


? • • 

• liees par 

les relatio 

ns 

dP 

_^Q 

dP _ 

dQ 

Ox 

- dj’ 

dy 

dx * 

dP 

_ 

dP_ 

dQ 

0x { 

dji’ 

<?7i — 

0x { y 


les termes de la premiere ligne de l’expression de At/pour- 
ront s’ecrire ainsi 

) + (S + * S) (Xxi+a/i}+ ■ • • 

= (le + *’§) A3 + (S + i s) A3,+ - • • • 

On aura done finalement 

[. /dP . dQ\ (dP . dQ \ 

( 2 ) A “~(d^ +t djj 3 + +J d^ + 

( H- p —(— pi A z | —1— .... 

Lorsque les conditions ci-dessus seront satisfaites, nous 
dirons que a est dans l’interieur de E une fonction synec- 
tique des variables complexes z , z l? • .. . Les termes de la 
premiere ligne du developpement ( 2 ) seront sa differen- 
tielle totale du. 

Posons, en particular, As, = 0 , As 2 = o, . .. nous au- 
rons 

A u dP . dQ 

A z dx 1 dx 

. . , , Aw , . dP .dQ 

Si A 3 tend vers zero, — tendra vers une limite -H-r’ 

A z Ox Ox 

independante du rapport des deux infiniment petits et 

A)'. Cette limite se nomine la derivee partielle de u par 

rapport d z et se representera par la notation usuelle —• 

(Si u ue dependait que d’une seule variable complexe, on 
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l’appellerait simplement la derivee de u et on la represente- 

du , N 
rait par ou u.) 

La fonction a admettra de meme, par rapport aux autres 
variables s,, . . ., des derivees partielles 

du _ dP . dQ 

dz Y ~~ dx { d/i ’ 

Toutes ces derivees • • • seront d’ailleurs des fonc- 

d^ oz l 

lions continues de x, y, X \, y x , .... 


189. Reciproquement, pour que Pexpression P -h Q i, oil 
P, Q sont des fonctions de x, y, x K , y { , ... definies dans 

l’ensemble E, admette des derivees partielles continues 
— > • • • independantes, la premiere du rapport de \x a Aj', 

dz j 

la seconde du rapport de \x s a \y { , etc., il faudra que P et 

Q admettent des derivees partielles continues *9, 

1 Ox ox oy 

• • • bees par les relations ( 1 ). 

En efFet, changeant x en x -+- A#, sans alterer y, x K , y K , 
on aura 

A u A 11 AP - 4 - i AQ 

As lx lx 

Pour que cette expression tende vers une limite fixe 

il faut que 7 — > — tendent vers des liniites. 

1 lx lx 

Done P et Q doivent admettre des derivees partielles 
dP dQ 


-*—> ~) et Ton aura 

dx dx 


du 

dJ 


dP 

dx 


dx 


Changeons de meme y en y -f- A y 9 sans alterer les autres 
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variables. On aura 


A a A u AP-f-i AQ AQ — i AP 

Xz i A y i A y A y 


da 


Pour que cette expression lende vers la limite ^ > lorsque 

Ay lend vers zero, il faut que — ? — tendenl vers des limiles 
J ’ 1 Ay Av 

dQ dP tl , 

> - 7 — > et 1 on aura 
a v d v 


da _ dQ __ .d P 
dz ~ dy dy ' 


da 


Pour que cette expression de coincide avec la prece¬ 
dent, il faut qu’on ait 


d P 

dx 


dQ 

dy' 


d P 
dy 


dQ 

dx' 


da 


Enfin, pour que — soit continue, il faut que sa partie 

> 11 n dP dQ dP dQ 

rcelle et sa partie imaginaire le soient. Done -r— > -r—> 

1 ° dx dx dy dy 

doivent etre continues. 

On obtient des resultats analogues pour les a litres deri- 
dQ 


vees partielles ^-5 


dy 1 


190. Remarques . — i° Si l’on veut que P + Q 1 soit une 
function svnectique de 3 , . . ., aucune des deux fonctions 

P el Q ne pourra etre clioisie arbitrairement; car les deux 
premieres equations ( 1 ), derivees respectivenient par rapport 
a x et y et ajoutees ensemble, donnent 

d*P cPP __ 
dx 2 dy 2 °* 

Derivees par rapport a y et x, puis relrancliees, dies 
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donnent 


(PQ d 2 Q _ 

+ ~ °* 


On trouvera de meme 
d 2 P d 2 P 


dx\ dy\ 


— o, 


<^Q . &Q ___ ( 

d#J d/2 


•a° Si Ton admet (ce qui a toujours lieu, comme on le 

d 2 P d 2 P 

verra plus loin) que les derivees secondes p ~dx~dy y 

. . j t- dw du 

existent et sont continues dans l interieur de E, -c—> -r—> • • • 

dz (JZ j 

seront encore des fonctions synectiques de 5 , .... 

En eflet, 

du_d P . dQ 

d^ dx 1 dx ’ 


par exemple, admet des derivees partielles continues 

d du d 2 P . d 2 Q 

Ox dz dx' 1 1 dx 2 ’ 

d du d 2 P . d 2 Q 

dy dz dx dy ~ l_1 dx dy 9 
_d_du_ d 2 P . d 2 Q 
dx { dz dx dx t dxdx { 9 


II reste a montrer que ces derivees partielles satisfont aux 
relations 


d 2 p 

<? 2 Q 

() 2 P 

<? 2 Q 

dx 2 

— dx dy 9 

d# d/ 

dx 2 

d 2 p 

<PQ 

d 2 P 

d’-Q 

d^ 2 

— 0*1 dy\ ’ 

Ojc\ dfi — 

dx\ 


Or celies-ci s’obtiennent immediatement en derivant les 

Equations ( 1 ) par rapport a x, , .... 

> 0 c- , d 2 u d 2 u 

o° 01 nous representons par 9 


les derivees 


12 


J. — I. 
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1 du 

de —> par rapport a z, Zy , . . ., on aura 
0 z 

d 2 u _ d*P . d 2 Q 

dz dzy dx dxy dx dxy 

d 2 P . d 2 Q _ d 2 ^ 

d#i d# d#i dx dz dz y 


4° Si 

si ; 


nous supposons u independant de 3 , 
^ = 1 . Si done, dans Pequation 


on aura 


da 

dz 


, dw dw 4 

= — Av -h -T— A Zy ■ 

dz dzy 




qui definit rfw, nous posons m == il viendra dz — As. De 
meme = A^,, . .., et, par suite, 


. dw , dw , 
du — —— dz + —— dz | -I - • . 
(/ 3 (j z 1 


5 ° Les theoremes du n° 75 et la r&gle plus generate du 
n° 88 pour la derivation des fonctions composees s’appli- 
quent sans changement aux fonctions sjnectiques de va¬ 
riables complexes. 


191. Theorem*:. — Soit F(s, Zy, . ..) une fonction sy- 
nectique de 

z = x-h if, Zy -- Xy -+- iy l9 


definie aux environs du point 


C- £ + j Cl— lr \\y 


et s’annulant en ce point sans que sa derivee partielle 


dF 

dz 


s’y annule . 

On pourra determiner une fonction synectique de 
z if . . definie aux environs du point (£,, . . .), prenant 
en ce point la valeur £ et qui, substitute dans Vequation 
F(v, Zy, ...)=: o, larende identiquement satisfaite. Cette 



VARIABLES COMPLEXES. 


'79 


fonction sera unique et admettra aux environs du point 
(£i, ...) les deriveespartielles 


(3) 

Soit, en effet, 


dF 

dF 

dz, 

dz 2 

dF’ 

-"dF’ 

dz 

dz 

F(z, 3„ 

...) = P + Ql ; 


P el Q etant des fonctions de x , 
On a, par definition, 

dP _dQ 
dx ~~ dy ’ 
dP __ dQ ^ 
dx i ~ d/i ’ 



Le jacobien 


dP 



dx 


y \; • 

dP __ dQ 

dy dx ’ 

dP _ _ dQ 
dyi~ da?, 

dP 

dy 


de P et Q par rapport a x, / se reduira, cn verlu dc ces 
equations, a 



ce qui est le carre du module de la derivee 
dF dP .dQ 

dz dx dx 


Celle-ci ne s’annulant pas an point initial (£, vj, , r H , .. .) 
J ne s’j annulera pas. On pourra done determiner, et cela 
d’une seule maniere, aux environs du point (£,, 7),, ...) deux 
fonctions reelles x , y des variables independantes x s , y K , ..., 
satisfaisant identiquement aux equations P == o, Q = o (oil, 
ce qui revient au meme, a l’equation F = o) et se reduisant 




)8o 
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respectivement a r 4 au point (E,, r 4l , . ..). Les diflerentielles 
totales de ces fonctions seront donnees par les equations 


dP , dP , 

— rfcT H-—• V 

d.r d/ ^ 


dP , dP , 

-r— dx x + -— dy x 4- . . 
dx Y dfi 


. — o. 


dQ 

Ox 


dx 


dQ 

dy 


dy 


dQ 

0x x 


dx x - 


dQ 
dy i 


+... = o 


on, cn vertu des equations (i), 

o, 

o. 

Ajoutons ces equations, apres avoir mulliplie la secondc 
par i ; il viendra 


dP s dQ j dP , dQ 

rti 1 - r^-dv - 4 - -r— dx< -—— 

(JJC (jJC (JJC j (jJC | 

dQ , dP , dQ , dP 

-r- 1 ax -+- -^r— dv -h ax, + -t— 

(JJC (JJC * (JJC | (JJC i 


dyi 


Oil 






(dx 4- i dy ) 

) (c?x,+ trfj,) • 


dF , 

— rf5, + ...-_ 0 . 


— o 


Cette relation montre que la quantite complexe ^ est bien 
line fonction synectique de ... et a pour derivees par- 
tielles les expressions (3). Elle salisfait d’ailleurs a l’equa- 
tion F = o et se reduit a £ + rr 4 au point (£,, . . .). 

Le theoreme que nous venons d’etablir est entieremenl 
semblable a celui demontre (91) pour les fonctions de va¬ 
riables reelles. Les consequences deduites de ce dernier (92 
a 95) subsistent evidemment aussi pour les fonctions synec- 
tiques de variables complexes. 


192. Les conditions qui expriment que w = P 4 - Q i est 
une fonction de z = x -J- iy sont susccptibles d’une interpre¬ 
tation geometrique remarquable. 
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Marquons en effet, sur le plan, le point qui a pour affixe 
u = f(z). A chaque point s correspond un point u , a chaque 
ligne decrite par s, line ligne decrite par u. 

Considerons trois points s, z As, z -+- A, z formant un 
triangle infiniment petit, dont les cotes auront respectivement 
pour longueurs ] As |, | A, z [, [A t z — Az |. 

Les points correspondants u, u -f- A u, u + A, u formeront 
un autre triangle, dont les cotes auront pour longueurs 

I All I = [[/'(-) +R] As I, 
l A i“l “I [/'(*) -hRi]a,s|, 

I A i u — I — I Vf' ( z ■+■ A ~) ■+■ ?]( A i z ~ A *) l> 

R, Ri, p tendant vers zero avec As, A, z . 

Les rapports des cotes correspondants sont done respec¬ 
tivement |/ / (s)-hR|, |/ / (s)-t-R, |, |/'(s + As) + p | et 
tendent vers la limite commune f'(z ) lorsque As et A,s ten- 
dent vers zero. Les deux triangles tendent done a devenir 
scmblables. 

Ce raisonnement serait toutefois en defaut pour les valeurs 
de s qui annuleraient f f (z). 

II. — Integrates des fonctions synectiques. 

193. Soit toujours 

/(s) = P + *Q 

une fonction de s, synectique a Pinterieur d’un domaine E, 
et soient 

* = / = <M0 

les equations d’une ligne rectifiable L menee dans l’interieur 
de E entre deux points s 0 et Z. 

Les quantites P et Q etant des fonctions continues de x, 
7, qui, sur la ligne L, sont eux-memes des fonctions conti¬ 
nues de seront le long de cette ligne des fonctions con¬ 
tinues de t. Representons-les par P(^) et Q(^). 
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Entre les valeurs t 0 , T de t qui correspondent aux deux 
extremites de L, intercalons une suite de valeurs interme- 
diaires ..., t k , .... Entre deux valeurs consecutives t k < 
tk+\ prenons arbitrairement une valeur intermediate ta- 
Designons par z k , £a les valeurs de z qui corres¬ 

pondent a t k , t k+ ,, t a . 

Cela pose, formons la somme 

S = S/(t A .) (s k+l —z k ) = 2[P(t*) + iQ{~ k )] (-a + i — -a). 

Si Von fait decroitre indejiniment Vetendue de tous 
les inter valles kt k — t k+x — t k , la somme ci-dessus tendra 
vers une limite fixe, que nous appellerons Y integrate de 
f(z) dz suivant la ligne L, et que nous representerons par 

J ('f(z)dz. 

Pour etablir ce theoreme fondamental, il suffit de montrer 
que, quelle que soil la quantite s, on pourra determiner une 
quantite 7, telle que la difference entre deux sommes quel- 
conques S et S' dans cliacune desquelles les intervalles A^a 
sont < ait son module necessairement e. 

Soient S, S' deux de ces sommes correspondant respecti- 
vement a deux sjstemes de valeurs intermediaires ..., t kj 
/a + 1 , ... et ..., t k , t' M , ...; S" une troisieme somme corres¬ 
pondant a un nouveau mode de division ou figurent toutes 
les valeurs intermediaires t et t’. On aura 

I S'— S 1S"— S | + | S"— S' |; 

il suffit done de montrer que, si r, est assez petit, le module 

de la difference S"—S sera < la meme demonstration 

2 

s’appliquant a la difference analogue S" — S'. 

Considerons un terme 


[P( t a) •+■ 1 Q( t a)] (^a-h — *h) 
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de la somme S. II est remplace dans S" par une somme de 
termes 

2 [P( T *') ■+" 1 QW-')] ( z 'k '+1 z 'k ) 

ou 

2 ( Zfi'-hi — Z k <) — z A+l Z k . 

La difference entre cette somme de termes el le lerme pri- 
mitif sera done 

(0 2jP(^)-P(^)-t-t[Q(^)-Q(t*)]|(4' + t-40- 

Gela pose, x* et etant compris entre t k et t k+s , leur dif¬ 
ference sera <^r r D’ailleurs, les fonclions P et Q, etant con¬ 
tinues, le sont uniformement. On pourra done, en prenant 
7| assez petit, rendre toutes les quantites P(x*•) — P(x*), 
Q(x^) — Q(x*) moindres en valeur absolue qu’une quantite 
arbitraire £. 

Gela pose, le module de la somme (i) sera moindre que 

5v^2S|4-+i— 41- 

D’ailleurs | z' k .+ x — z k | n’est autre chose que la distance rec- 
tiligne des points z k > +x et z k ,. Done 21 z k ,+ x — z k < \ represente 
le perimetre du polygone forme avec les points z kx ... ct 
sera au plus egal a 1’arc de courbe compris entre z k et ^a + i . 

Operant de meme sur chacun des termes de la somme S et 
sur les termes correspondants de S", on aura 

| S"— S | 

l designant la longueur de l’arc total. En prenant \ assez 
petit, on pourra rendre cette difference moindre que 

194. Supposons, en outre, que les fonctions cp(^), 
admettent une derivee continue. Le calcul de l’integrale dont 
l’existence vient d’etre etablie se ramenera a celui d’inte- 
grales reelles. 

II s’agit, en effet, de trouver la limite de la somme 
2 (Ph- Q0 (Aj? 4- i Ay) = 2(P kx — Q Ay) -+- i 2(Q A#-}- PAy). 
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Or on a, d’apres les hypotheses faites sur les fonctions a 
Gt 'h 

= [<?'(0 + R] Aj = [f (/) + R'] A*, 

R el R' convergeant uniformement vers zero avec Adans 
l’intervalle de t 0 a T. 

On aura done 

2(P Ad? — Q A/) = 2[Pcp'(0 — Qf(0] Af -h 2 (PR — QR') A/. 

Le second lermc de cette expression tend vers zero avec les 
inlervalles A/. En effet, soient M une limite superieure des 
modules des fonctions P et Q sur la ligne L; r i le maximum 
des modules des quantites R, R'; on aura 

mod 2(PR — QR') A£ = 2 Mt] 2 \tf 2 M r, (T —- t 0 ). 

Or, lorsque les A t decroissent indefiniment, les R, R' 
lendent uniformement vers zero; done y\ tend vers zero. 
On aura done 
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deux sens opposes, on aura 

f A=)'ds=— ff(s)dz. 

Jl-' 

3° Si/(*) = c,/, ( 3 )+ c 2 /,(*) + ..., c,, c 2 , ... etant 
des constantes, on aura 

ff(z)dz — c l fMz)dz + c 2 ffi(z)dz+.... 

Jl d L J L 

4° Enfin, soient M le maximum de | f(z) | sur la ligne L, 
et L la longueur de cette ligne, on aura 

I s /( Zk) (-*+1 — -a) I <M2 | Zk+l — z k \ = Mp, 

p designant le perimetre du polygone z 0 z { .. .z k . ..; d’ou, 
en passant a la limite 



196. On remarquera que, dans les raisonnements qui pre¬ 
cedent, nous nous sommes appuye uniquement sur la con¬ 
tinuity des fonctions P et Q, sans faire aucun usage des 
equations aux derivees partielles qui expriment que P + Qi 
a une derivee determinee. Mais ces nouvelles conditions ypjpi.t 
intervenir dans la demonstration du theoreme suivant : 

Theoreme. — Soit C urt contour ferme continu et sans 
point multiple , et tel que tous les points non exterieurs 
d C soient interieurs au domaine E. L 9 integrate f f(z) dz 
prise suivant une ligne rectifiable fermee quelconque K 
inlerieure a G sera identiquement nulle . 

La fonction f(z) = P Qi, etant continue pour tous les 
points non exterieurs a C, qui forment un ensemble parfait, 
le sera uniformement dans cet ensemble. 

Soient 

* = ?(0> J = 

les equations de la courbe R. Donnons a t une serie de 
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valeurs successives t 0 , ..., t k , ...; nous obtiendrons sur la 
courbe une serie de points correspondants z 0 , ..., z k , .... 
Supposons que les intervalles t k+K — t k soient tous < 8. En 
faisant decroitre suffisamment cette quantite 8, on pourra 
faire en sorte : 

i° Que les distances z k z k+{ (qui tendent uniformemenl 
vers zero avec 8) soient moindres que la plus courte distance 
de K a C, et par suite que le polygone inscrit P, qui a pour 
sommets Si, • • •, ..., soit interieur a G ; 

~ 2 °~Que la difference entre la somme 


Xf(z k )(z k+l -z k ) 

ct sa limite / f(z) dz ait son module moindre qu’unc quan- 
Jk 

tite e choisie a volonte; 

3° Enfin, que la difference entre cette somme et l’inte- 
grale J f(z) dz , prise sur le contour du polygone P, ait 
aussi son module s. 

Pour etablir ce dernier point, qui seul a besoin de demon¬ 
stration, considerons le terme 


/(**)(-. 


A +1 ' 


z k) 


correspondant a l’element z k z k +\ • II cst remplace, dans l’ir 
tegrale j‘ f{z) dz, par Pexpression suivante 


lim2 f{z ik ) (5 / +1jk z i/c)> 


ou z' ikJ ... sont des points de division infiniment voisins pris 
sur la droite z k z k+i . 

Com me on a 

z k- f-i — z k— Z{z i+l )k — Z ik)i 

la difference entre ces deux expressions sera la limite de la 




somme 
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clont le module est au plus egal a 

Ma S J Z ^ f. Z J - M A- | ^AM-l ^ k | ““ ^1 k > 

Ik designant la longueur du cote z k+ \ — z *, et M* le maximum 
des modules des quantites f( z'ik) — 

Raisonnant de meme sur chacun des cotes du polygone et 
designant par M le maximum des quantites M* et par l la 
longueur de la courbe K, on aura pour limite superieure du 
module de la difference cherchee 

xM k l k = MS 4 = Ml. 


D’ailleurs, le point 
aura 


>ik 


etant silue sur la droite z k z k + 1 , on 


^ik k | < I ^A'H-1 k I 


Done les differences z ih — z k et, par suite, les quantites 
f( z 'ik) — f{ z k) tendent uniformement vers zero avec 0 . On 
peut done, en prenant 0 assez petit, rendre M moindre que 


ce qui demontre notre proposition. 

Si done nous etablissons que l’integrale f f(z)dz est nulle 
pour tout poljgone P, le theoreme sera demontre, car le mo¬ 
dule de Tintegrale^ f(z)dz etant < 2 £, quelque petit que 
soit s, sera rigoureusement nul. 


197. Le contour polygonal P peut se traverser lui-meme 
en certains points; le nombre de ces traversees sera limite et 

au plus egal a -- ——> n etant le nombre des cotes du po¬ 

ljgone. Partons, dans ce cas, d’un point quelconque du con¬ 
tour pour le decrire dans le sens de Integration, jusqu’a ce 
qu’on traverse pour la premiere fois les parties deja decrites. 
La portion de contour comprise entre ces deux passages au 
meme point formera un contour partiel qui ne se traverse pas 
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lui-meme. Si l’on suppose le theoreme etabli pour un sem- 
blable contour, on pourra negliger cette portion de la ligne 
d’integration, et il nerestera plus qu’a faire la demonstration 
pour le contour restant, oil le nombre des traversees est 
diminue. 

On voit done qu’il suffit d’etablir notre proposition pour 
un contour polygonal qui ne se traverse pas lui-meme. Or 
rinlerieur d’un semblable contour peut se decomposer en 
triangles. Supposons le theoreme etabli pour chacun de ces 
triangles; la somme des integrales obtenues en faisant le 
lour de chacun de ces triangles, dans le sens direct, par 
exemple, sera nulle. Mais les cotes de ces triangles qui ne 
lont pas partie du contour P etant decrils deux fois en sens 
contraire, les integrales correspondantes se detruisent deux 
a deux; et 1’integrale restante sera precisement celle qu’on 
obtient en decrivant le contour P. 

Nous avons ainsi ramene la demonstration du theoreme au 
eas oil le contour K, au lieu d’etre une courbe rectifiable 
quelconque, dont la notion est un peu confuse, se reduil a 
un triangle. 

On peut meme admettre que le triangle a un de ses cotes 
paralleles a l’axedes^, car tout triangle peut etre decompose 
en deux triangles de cette nature. 

198. Considerons un semblable triangle ABC ( fig . i). 
Soient 

A = ci -H a'i, 

B = b -f- [ a' m 0 ( b — a) ] i , 

C — b —[ a’ nx (b — ci ) J i 

les affixes de ses sommets (de telle sorte que /?? 0 ? m repre- 
sentent respectivement les coefficients angulaires des cotes 
AB, BC). 

Nous allons montrer que l’integrale f f(z)dz , prise sur le 
contour du triangle, a une valeur independante de m. 
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Elle se compose, en effet, des trois integrates 
f f{z)dz, f f{z)dz, f f{z)dz. 

^AB *^BC *^CA 

La premiere ne depend pas de /??. 


Fig. 1. 



Cherchons la derivee de la seconde. Soit 
/( = )=: P(.r, j)-i-<Q(x, y). 

La ligne BC a pour equations 

x — b, y — a f -\-t(b — a ), 
l etant reel et variant de m 0 a m. Done I’integralc 


sera egale a 



dz 



P[&, a' -h t(b — a)] -h i Q[ b, a'-1 - t{b — a)] J i(b — a)dt % 


et sa derivee, par rapport a sa limite superieure m, sera 

P [ bj a 1 -b m (b — a )] -+- i Q [ b, a 1 m (b — a )] i (b — a) 
= i/(C)(b- a). 


Cherchons, d’autre part, la derivee de la troisieme into- 
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grale prise suivant le cote C.4. On a, sur cette ligne, 
x — t, y — a’-\-m(t — a), 

t etant reel et variant de b a a, Substituant ces valeurs dans 
/(w), on obtiendra un resultat de la forme 

(3) /(-) — P(^» y) + *Q(^, y) = Pi(<> rn) + «'Qi(f, m ), 

et commc 

dz = dx - 1 - i dy — (1 -h mi) dt , 

Tintegrale cherch^c deviendra 


f 

Jb 


[Pi (t, m) - 4 - i Qj (t, m)] (1 - 1 - mi)dl, 


expression oil Ton separerait sans peine la parlie reelle de la 
par tie imaginaire. 

Sa derivee par rapport a m sera 

(3) X [(S +£ ’S) (,+, ” , ’ )+(p,+Q,, ' )i ] rf/ - 


Or on a, par hjpothese, 


(d P .dQ\ dP 
\dx + 1 dx ) dy 



et, d’autre part, en derivant l’equation ( 2 ) par rapport aux 
variables independantes t , m dont x et y sont des fonctions, 


dP .dQ 

dx 1 dx 


d P 


dy dy) 




dt 


dt 


/# N (OP .dQ 


+ , . 
dm dm 


La combinaison de ces equations donne 


(OP, 

\dm 




fdP, 

V dt 
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SubstituaDt cette valeur dans l’integrale (3), elle devient 


jT - a) (~Jr + * < 2 ') +Pi+Qit ] dt 
= , /a t(< “ fl)(P ‘ + Qli)]dt = *' [(< ~ a) (Pi+Qi l-) K 


Cette derivee etant egale et contraire a celle de l’integrale 
suivant BC, on voit que l’integrale / f(z)dz , prise autour 
du triangle, est une constante independante de m. 

Or, si m = o, I’integrale suivant BC disparait, et les inte¬ 
grals suivant AB et CA sont egales et contraires. Done la 
constante est nulle et le theoreme est etabli. 


199. Corollaire. — Soieiit L, L 1 deux lignes arbitrcii- 
rement tracees dans Vinterieur de C entre deux points 
fixes z Q et Z. On aura 




dz. 


Car la ligne L*L _< etant fermee, on aura, d’apres ce qui 
precede, 


L’integrale ne depend done pas du trace de la ligne L, mais 
seulement de la position de ses extremites. On peut mettre 
ce fait en evidence en la representant par la notation 

//(»)«*. 


200. Dans l’interieur de C, cette expression represente 
une fonction synectique dc Z, ayant pour derivee f(z). 

Cherchons, en effet, son accroissement lorsqu’on change Z 
en Z -H dZ. 

Soit L la ligne d’integration suivie de z 0 a Z. On peut 
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adopter comme ligne d’integration de z 0 a Z -f- dZ la ligne L, 
suivie de la droite infiniment petite qui joint Z a Z-\-dZ. 
On aura alors 


r Z + dL .z 

I f{!)dz-j f(z 


) dz 


1 f(=)d==A Z)/ dz+ I [f(z)-/(Z)]dz. 

7 «/ Z 1/7 


Le premier terme est evidemment egal a f(Z)dL. Le se¬ 
cond a pour limite superieure de son module M | d7j |, M etant 
le maximum de | f(z) — f( Z) | sur la ligne d’integration. Or 
\z — Z | est ^ | dL |, et f(z) est continue. Si done dL lend 
vers zero, il en sera de meme de M; on aura done 

= [^(Z) + R )dZ\ 

R etant un infiniment petit. 

On voit par la qu’il existe des fonctions synectiques ayant 
/(Z) pour derivee et definies dans le meme domaine que 
celle-ci; elles auront pour formule generale 

j(z 5 =r f(z)dz+ Cl 

d Z 0 

c designant une conslante. 

L’une de ces fonctions <#(Z) etant donnee, on obtiendra 
la valeur correspondante de c en faisant Z = ^ 0 . II vient 

J(z 0 ) — c. 

On aura, par suite, comme au n° 82, 

r z 

(4) J f(s)dz = 3( 


r-L 


Comme on a evidemment 
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1’integrale, consideree comme fonclion de z 0 , aura pour de- 
rivee — f(s 0 ). 

201. Les regies pour la derivation des integrates definics 
et pour l’integration par parties (n 09 83 et 81) s’appliquent 
evidemment aux integrates que nous considerons en ce mo¬ 
ment. 

202. Le changement de la variable independante peut s’o- 
perer comme il suit : 

Solt z — une fonction de t y sjnectique a Finterieur 

d’un domaine E,. Lorsque t se meut a l’interieur de E,, z 
se rnouvra dans un domaine correspondant E. 

Supposons en particular que t decrive un arc L, de ligne 
rectifiable; z decrira une ligne correspondante L, et ses va¬ 
riations seront liees a celles de t par la relation 

A3 = R)A£, 

t restant continue, et R tendant uniformement vers zero 
avec Af; car les points de L, forment un ensemble borne et 
parfait; on pourra done assignor une quantite 7) telle que, 
si | A £ | 7), [R| devienne moindre qu’une quantite £ arbi- 

trairement choisie, quelle que soit la position du point t 
sur L|. D’autre part, le long de cette ligne, |<p'(f)[ admettra 
un maximum p. 

Soit £ 0 , . . ., th , . . . T une suite de points pris sur 
de telle sorte que les differences A l k = t k+i — t k aient leurs 
modules moindres que ; et soient z 0 , .. ., z/^ . . ., Z les 
points correspondants de E; on aura 

[? , (^a-) + 11/. ] 

d’ou 

I I<(^ ■+■ £ ) ] 1; 

done les A z k tendront uniformement vers zero avec les A t k - 
Enfin la ligne L sera rectifiable et aura une longueur 

l— limS | \z k [J lim ( \x -+- s)2 A = jjl/,, 

/, designant la longueur de L,. 

J. - l. 


i3 
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Ccla pose, soit f(z) une fonction de z, synectique dans E,; 
on aura 

^f( z k) AS/,= 2/(<?^.) (cp'^.-h R*) it k . 

Faisons tendre r, et £ vers zero. Les A t h et les A:;* Lendant 
vers zero, le premier membre aura pour limite 


f A*)ds 

^ L 

et le second 



t dt 4- lim £ f('z>t k )l{ k A t k . 


Or, si l’on designe par M ie maximum de \ f\ sur la ligne 
d’integration, le second terme aura son module moindre que 
Ms/,. II tend done vers zero, et l’on aura 


( 5 ) 


( f(z)dz— f /( t) o' t dt. 
Jh ^ L t 


203. Theoueme. — Soient C,, C 2 , .. ., C,* {Jig* v>.) ties 
contours fermes rectifiables et sans points multiples, exte- 
rieurs les uns aux autres, et tous interieurs d un dernier 
contour C 0 de meme nature . 



Soit, d'autre part, fz une fonction de z synectique 
dans un domaine E contenant dans son interieur toute 
la region R du plan bornee par les contours C 0 , C,. .. 




VARIABLES COMPLEXES. 


C„, y compris ces contours eux-memes ; on aura 
f fzdz=: f fzdz ( fzdz , 

les integrales etant prises dans le me me sens, par exemple 
dans le sens direct, autour de ces divers contours . 

Nous supposerons n = 2 dans la demonstration. 

Joignons les contours C 0 , G 4 , Co par des lignes rectifiables 
L, L 1? L 2 sans points multiples et ne se rencontrant pas mu- 
tuellement ( fig. 2 ). La region R se trouvera divisee en deu\ 
regions partielles R,, R 2 , limitees chacune par un seul 
contour ferine dans tout l’interieur duquel fz est sjnectique. 

L’integrale J fzdz prise dans le sens direct le long de 

chacun de ces contours frontieres sera done nulle (196). 
Ajoutant les resultats obtenus pour les deux regions, on re- 
marque : 

i° Que chacune des lignes L, L,, L 2 aj ant ete decrite unc 
fois dans chaque sens, les integrales correspondantes se de- 
truisent; 

2 0 Que les deux moities du contour C 0 ont ete decrites 
chacune dans le sens direct; la somme des integrales ob tenues 
sera done 

r 

fzdz- 


L 


3° Que les deux moities de chacun des contours C,, C 2 
ont ete decrites dans le sens retrograde. Si done nous de- 

signons p J f z dz, ^ fz dz les valeurs des integrales prises 
en decrivant Cj et C 2 dans le sens direct, les integrales ob¬ 
tenues seront — / fzdz , — / fzdz . Nous avons done 

^ Jcf 

comme resultat final 

I fzdz— I fz dz — / fzdz — o. 
dr Jc. 
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204. Theoreme. — Soit fz une fonction synectique a 
Vinterieur cTun domaine E; soit K un contour ( 1 rectifiable, 
ferine et sans point multiple') et tel que toute la region 
du plan non exterieure d K soit dans Vinterieur de E; 
on aura pour tout point a de cette region 


(h) 


fa ~ 


• r/ zdz . 

2 Tzi I. z — a 

k 


Soit, en ellot, c un cercle de rayon infiniment petit r de- 
crit du point a comme centre; on aura, d’apres le theoreme 
precedent 






a 


Le dernier terme tend vers zero avec r. Soit, en efTet, M le 
maximum de \fz—fa ) sur le cercle e ; j z — a | etant egal 
a /* sur ce meme cercle, le module de l’inlegrale ne pourra 

surpasser ^ 2 7cr = 2 'itM. Or, a cause de la continuity de 

f(z), M tend vers zero avec r. 

D’autre part, on a sur le cercle 

j -- a 4 - /’(cosep 4 - i sincp), 
dz r (— sin f 4- i cos<p) dv — (z — a) ids, 

'z etant reel ct variant de o a 2 7t. On aura done 

dz r 2 \, 

-— / 1 do _ 2 it (. 

z - a J 0 



20o. L’equation (6), dcrivee par rapport au parametre a, 
donnera les suivantes 



A 


{z — a) 


2 dzj 


f n a — 


1 . 2 . . . n r fz 
2 izi J w (z — a.) n + l 


dz. 


(7) 
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Les integrates qui figurentau premier membre sontdesfonc- 
tions de a finies et determinees. Les derivees successives de 
la fonction / sont done synectiques, comme / elle-meme, 
dans tout l’interieur de K. 

Soient 

/■ la plus courle distance du point a au contour K; 

M le maximum de \fz sur ce contour; 
i sa longueur. 

On aura, sur lout ce contour, 


el, par suite, 


/*« i 


\ .9, ... n M 

27T r 7 ^' 


et, en particulier, si K est un cercle ayant a pour centre, 
d’oii l = 27rr, 


( 8 ) 


I/" 


1 . 2 . 


. . n. M 
r n 


206. Les resultats precedents s’elendent immediatement 
aux fonctions de plusieurs variables. 

Soit, par exemple, f(z , z K ) une fonction des deux variables 
complexes z , z {, qui reste synectique tant que z, s, restenl 
dans l’interieur de domaines E, E t . Soient K, deux con¬ 
tours fermes (rectiliables et sans point multiple), tels que 
tous les points des regions non exlerieures a K et a Kj soient 
interieurs respectivement a E et a E, ; a, a, designant deux 
points quelconques pris dans ces regions, on aura 


d’ou 

(9) /(<*> a i): 


f(a ’ i) - ~r~a~ 

/(*, «,) =r_L f lihll} d - 

2 T ' l J Kl s l— a l 


(2 


r r r /(=,s t )dz t i 
J K La, (= - a ) ("i—«i)J 
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el, cn derivant m fois par rapport a a el fois par rap- 
port a <7,, 

[0 Qm ^n l f (a y a i ) _ f. 3 ... m . T rr r /(g, g| )rfs, 

dtf'" (27if) 2 J w [J K (3 —a)' n+1 (5i— a,)" , .+ I 

Les derivees parlielles seront done synecliques, et si l’on 
designe par M le maximum de | f(z, s t )| pour tous les sys- 
temes de valeurs de z y respectivement situees sur les con¬ 
tours K, K, ; par /’, r x les distances de ces contours aux 
points a , ci { \ par /, /, leurs longueurs, on aura 

, ! d ,n+m * f( < 7 , <7, ) ! _ m ! m x ! M 

^ 1 ' j da m Oaf' I < ”(~2~ic) v '* 

En particulier, si Iv et lx, sont des cercles de meme rayon /*, 
ayant leurs centres en a et a i? il viendra 

()'n+»> t f(a, a. ) |_ , , xM 

-•'-— i " m ! m, ! - 

Oa ,H da'" 1 | < r m+m t 

III. — Fonctions rationnelles. 

207. Polysomes kntiers. — Gonsiderons un polynome 

P(s)“ A;'" 4- B Z m ~ l r- . . . ~r K, 

oil ^ est une variable complexc, A , B, .. .. K des nombres 
complexes quelconqucs. 

Cette expression a une valeur delerminee pour toute va¬ 
le ur de r-. 

D’ailleurs, si nousposons, pour abreger, 

P'() - mXz m ~ l — i) 2 + ..., 

V"(z) r- m(rn — i) A :'" -2 (ni — i) (m — 2 ) B~" 1 “ 3 h- . . ., 


nous aurons 

P(S + A) = P(s) ■+■ h P'(3) + P "{z)+ .. 
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P(j + h) —!^ = f(3) + -p'(j)+..., 
k I . 2 

lim P(g + ; 0 — P ( g ) _ p/( s ). 

h = o h 


Done P(s) est une fonction synectique ayant pour deri- 

vee P'(s). 

Si | z | tend vers oo, il en sera de mcme de | P(^) |. On a, 
en eflfet. 



el, si Ton suppose | 3 | > i, 

(-)l > l*|(l A I - ^ T ,^) > I A I \z I - (I B I + ... + I K I). 

Done, s designant une quantite positive quelconque, |P(3)| 
sera >s des que \z\ sera ^;3, 8 designant une constante 

plus grande que i et que J — -p^-j--• 

208. Vequation P(^) = o aclmet toujours an moins une 
racine . 

Donnons en effet a z une valeur quelconque c; soit s la 
valeur correspondante de | P(3) |. La constante 3 etant de- 
terminee comrae ci-dessus, considerons l’ensemble des va- 
leurs de z dont les affixes ne sortent pas d un cercle G de 
rayon 3, ayant pour centre l’origine des coordonnees. 

Get ensemble etant borne et parfait, | P( z) |, qui varie d’une 
maniere continue avec z, y admettra un minimum m au plus 
egal a £, qu’il atteindra effectivement pour une valeur detcr- 
minee a de 3. Gette valeur sera interieure au cercle G, car 
sur le cercle \z\ = o et |P(3)|>>£. 

Nous allons demontrer que-ce minimum est necessaire- 
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ment nul. Supposons, en eflfet, qu’on eut 

m ==?P(a)| > o. 

Donnons a z unc valeur a + A, A etant une quantite com- 
plexe assez petite pour que le point a + A soit encore dans 
Ie cercle C; nous allons voir qu’on pourra determiner A do 
telle sorte que | P(a 4- A) | soit <|P(a)|, ce qui implique 
contradiction. 

On a 

pm / a \ 

P (a 4 - It) = P (a) 4 It P '(a) 4 -. . . 4 - h m -— • 

1 . 2 .../// 

Le tcrme en h m dans ce developpement a pour coefficienl 
p m (a) 

-= A, quantite differentc de zero. Mais les coefli- 

cients des autres puissances de A peuvent etre nuls. 

Supposons, pour fixer les idees, quele premier terme donl 
1c coefficient ne soit pas nul soit le terme en It). Notre de¬ 
veloppement prendra Ja forme 

P ( ft 4- h) — P(tf) 4- B 0 A' 4- B l h / + ] 4- . . .4- B^yA'". 

On en deduit 

I P(<7 4- //) | “ | P(rt) 4- B 0 A A ! 4- I Bj | | A | } ' + ‘+...4- I B m _x | | A \"\ 
Prenons le module de A assez petit pour qu’on ait 
I 4 < I, |B 0 | |/?|<|P(a)|, 

el determinons son argument par la condition 
X argA 4- argB 0 — arg P(a) 4- / r. 

Les deux quantites P(«) et B 0 A X ajant des arguments qui 
different de u, et | P(a) | etant > | B 0 A x |, on aura 

|P(a) + B 0 A*| = |P(a)|-|B„| | h |>- 

el, par suite, 

|P(aH-A)| = |P(a)|-|B 0 | |4 X +|B,| 

| P(a -4- A) — | P(«) | < 144— I B 0 1 + | B, | | A | +...]• 
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Le facteur entre parentheses tend, lorsque | h | tend vers 
zero, vers la quantile negative —| B 0 1. Done, en prenanl 
| h | sufnsamment petit, on aura 

|P(« + A)|-|P(a)|<o. 

11 est done etabli qu’on peut donner a 3 une valeur a , telle 
que l’on ait 

|P(/ 7 )| — o, d'011 P(ur) —o. 

209. Divisons P(s) par le binome 5 — a ; il viendra 
P (3 ) = (3-fl)P 1 (5)-i-R, 

le quotient P f (3) elant un poljnome de degre m — 1 el 1\ 
une constante. Posant d’ailleurs dans cette identite z — a, 
elle devienl 

01 It. 

On aura done, plus simplement, 

P(z) = {z-a)P l (z). 

En operant sur P f (3), eomme sur le poljnome primilif. 
on le mettra de meme sous la forme du produit d’un bi¬ 
nome s — b par un poljnome P 2 (s) de degre m — 2 , el 
ainsi de suite jusqu’a ce qu’on arrive a une simple constante C. 
On aura hnalement 

P(z) = C(z-a)(z-b) .... 

D’ailleurs, en divisant les deux membres de cette egalite par 
z m , puis faisant croitre z indefiniment, il viendra a la limite 

A = C, 

et par suite 

P(z)=A(z-a)(z-b) .... 

Nous obtenons done ce theoreme fondamental : 

Toutpolyndme P(s) de degre m peut etre mis sous la 
forme du produit de son premier coefficient A par m bi- 
nomes du premier degre z — «, z — 6, .... 

Sous cette forme, on voit immediatement que les racines 
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de l’equation P(.s) = o sont lcs quantites a, b, . ... Elies 
sonl an nombre de m si les factcurs z — «, z — 6, ... sonl 
differents. Si a d’entre eux sont egaux a z — a, on dira que 
a est une ratine multiple, dont Vordre de multiplicite 
est a. D’apres cette convention, le nombre des racines, 
comptees chacune avec son ordre de multiplicite, est tou- 
jours egal a m. 

210. Soient a, b, ... les racines dislinctes de l’equation 
P(c) — o; a, [3, ... leurs deg res de multiplicite. On aura 

P(s) = A( 3 

( I, en derivant, 

P'(*) a 3 

—- — - - H- 

P (z ) ^ — a z — b 

P'(z) = x A(z — a)*~' (z - b)P. . . 

+ (5 —a)*(5 — 6)?" 1 ... + .... 

Tous les termes de cette expression sont divisibles par 
(z — a ) a sauf le premier, qui ne Test que par (z — a) a-i . 
Done la derivee P \z) admet la racine a avec l’ordre de mul- 
liplicite a — i. De meme, elle admeltra b avec l’ordre de 
multiplicite J3 — i, etc. Quant aux racines simples de P(z), 
elles ne seront plus racines de P f (z). 

Soient done P t le produit des binomes z — a qui corres¬ 
pondent aux racines simples de i’equation P = o; P 2 le pro¬ 
duit des binomes correspondants aux racines doubles, etc., 
de telle sorte qu’on ait, a un facteur numerique pres, 

P^P’P*.... 

Le plus grand commun diviseur de P et de sa derivee P' 
sera (a un facteur numerique pres) 

Q = P 2 P 3 • • • • 

Celui de Q et de sa derivee Q' sera, de meme, 

R = P 3 .... 
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On en deduit, par la division, 

p,p,p,...=q. p,p,=.g. • 

et, en divisant de nouveau cliacune de ces expressions par la 
suivante, on obtiendra enfin P n P 2 , P 37 

Ainsi P 1? P 2 , P3, ... peuvent s’obtenir par de simples 
divisions. 


211. Fractions uationnelles. — On nomme fonctions 
algebriques celles qui sonl liees a la variable independante 
par une equation de la forme I1 (m, z) = o, oil II est un poly- 
nome entier; fonctions transcendantes celles qui ne jouis- 
sent pas de cette propriele. 

Les fonctions algebriques les plus simples, apres les poly- 
nomes en tiers, sont les fractions rationnelles, definies par 
une equation du premier degre en u 


Q a — P — o, 


Q et P etant des polynomes en 5 , qu’on pent supposer sans 
facteur commun. 

En resolvant cette equation, on obtiendra a sous la forme 
explicite 

P 


u ~ 


0 * 


Cette expression a une valeur bien definie pour toute va- 
leur de z , sauf lorsque z est racine de Pequation Q = o. 
Soient a Pune de ces racines; a son ordre de multiplicity. 


Si I on fait tendre z vers a , 


La fraction q a une derivee 


sera infinie d’ordre a. 

P'Q — Q'P , . . . 

— 2 — egalement bien 


definie pour toute valeur de z qui n’est pas racine de Q. 
Celle-ci a une derivee de meme nature; elle est done con- 


p 

linue. Ainsi ^ est une fonction synectique de z dans tout 
le plan, a l’exception des racines de Q = o. 
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Si a est une racine de Q d’ordre de multiplicite a, Q sera 
divisible par (x — <?) a , Q' par (x — <7) a_i , et P sera premier 
P'O — O'P 

a x — < 7 . La derivee —— -q-—— » reduile a sa plus simple 


expression, contiendra done x — a en denominateur a la 
puissance a-{-i, et deviendra infinie d’ordre a -f -1 pour 
x -— a. 


212. Supposons que Q ait ele decompose d’une maniere 
quelconque en un produit de deux facleurs Q, et Q 2 pre¬ 
miers entre eux. On pourra determiner deux polynomes M,, 
Mo, tels que l’on ait 

MiQ, + M 2 Q 2 - I 

el, par suite, 

P _ _P _ PCMjQ.+ IVLQ,) __ PM, PM., 

'*Mi7 _ Qi + l>r 

p 

Ixd fraction ^ est done la somme de deux autres, ay an l 

respectivement pour denominateurs Q, et Q 2 - 

Si Pun des facteurs Q,, Q 2 etait lui-meme un produit de 
deux facteurs premiers entre eux, on pourrait decomposer 
de nouveau la fraction partielle correspondante en une 
somme de deux autres. fractions, et ainsi de suite. 


213. On donne le nom de fraction simple a une fraction 
donl le numerateur est une constante et le denominateur 
une puissance u d’un binome x — a. 

On deduit aisement des remarques qui precedent cette 
proposition fondamentale : 


Toute fraction -q peut etre decomposee en une somme 
de fractions simples, augmentee d’un polynome entier. 


Nous pouvons tout d’abord supposer que le coefficient de 
la plus haute puissance de z dans Q se reduise a l’unite; car 
on n’altere pas la valeur de la fraction en divisant simultane- 
ment P et Q par ce coefficient. 
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Cela pose, decomposons Q en ses facteurs du premier 
degre; soit 

Q=( 5 -a)«(5-6)P.... 

Les facteurs (z — «) a , ( z — . . . eLant premiers entre 

eux, on aura, d’apres les propositions precedentes, 

P F (z) G (z) 

Q (z-b)P ' 

F, G, ... etant des poljnomes entiers. 

Gonsiderons l’une des fractions partielles, telle que 

F(^) 

(*-«)“ 

Posons 

Z —. Cl —f— il \ 


F (z) d^veloppe suivant les puissances de h prendra la forme 
A a H- A a _! A -4- . . . H- A/i a_1 -f- 


( P ( h ) etant un polynome entier. 
On aura, par suite, 


F ^l_ A a A„, 

(z — «) a h 1 /i^ -1 




A 




et, en remettant pour h sa valeur ^ — a> 


F(s) 

(s -a) a 



. . .H- 



-j- ( I ) ( -3 — Cl ) , 


c'est-a-dire une somme de fractions simples, plus un poly- 
nome entier. 

Operant de meme sur chacune des fractions paitielles, il 
viendra finalement 


(•) 




Bp ' + V(s), 

(z — 0)? \ 


x F(s) etant un polynome entier. 
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Le degre de ce polynome W est aise a calculer a priori. 
Supposons, en effet, que Q soit de degre m et P de degre 


m -f- p.. Si | z | tend vers oo, 


P 

Q 


tendra aussi vers oo et sera in- 


fini d’ordre pi. II doit en £tre de meme du second membre. 
Mais les fractions qu’il contient tendent vers zero. Done X Y 
doit etre un infini d’ordre p.. Done p. est le degre du poly¬ 
nome. 

On verrait de meme que W doit se reduire a une con- 
stante si P est de meme degre que Q, et disparaitre com- 
pletement, si P est de moindre degre que Q. 

Connaissant ainsi le degre du polynome W, il sera facile 
de determiner ses coefficients, ainsi que les constantes A, 
B, .... II suffira, apres avoir chasse les denominateurs dans 
1’equation (i), d’identifier les coefficients des memes puis¬ 
sances de x dans les deux membres. On obliendra ainsi un 
systeme d’equations lineaires pour determiner les coefficients 
inconnus. 


214. II est souvent preferable d’employer le procede sui- 
vant, qui a 1’avantage de montrer que la decomposition ne 
peut se faire que d’une seule maniere. 

Posons z — a-\-h dans l’equation (i); il viendra 

P ( a -+- h) — P (a) -f- h P' (a) -4-..., 

h a h a_l-1 

Q(« + h) = Q a («) - : --t- Q*+'(a) - 7 -- -i- .... 

v v I . 2 ... a x i. 2 ...(a + i) 

Efiectuons la division de ces deux polynomes ainsi ordonnes 
suivant les puissances croissantes de A, et arretons-nous au 
moment oil nous aurions a ecrire au quotient des termes nc 
contenant plus li en denominateur. Nous aurons ainsi 

P(fl4- li) _ ^ RA a 

Q(a + /i) ~ h a * * h + Q(a4-A) ■ 

«Jb a , Xt, ... etanl des constantes et R un polynome entier. 
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Le second membre de Tequation ( 1 ) devient, par la meme 
substitution, 


A a 

/i a 


At f B, 
h a — b -h h 


W(a H- h). 


Nous avons done identiquement 

oAo a R/i a 

+■■■+ h + 

A a A | B| 

— — -u a- - -l -4--- 

h a ' k a — b 4- h 


-b h). 


Multiplions les deux membres par puis faisons h = o. 
II viendra oA a = A a . 

Supprimons les deux termes egaux ^ et mulliplions 

par /i a_1 et faisons h = o; il viendra = A a _, , .... 

Les coefficients A a , A, sont done determines sans 
ambiguite par les relations 

A a = A’a, . ••, A 1 =ob 1 . 

On calculera de meme les coefficients J3 0 ..., Bp relatifs 
a une seconde racine b , et ainsi de suite. 

Reste a calculer le polynome entier W ( 3 ), dont on connait 
deja le degre jjl. 

Soient 

P zzz Mi z m ^~ x + ..., 

Qz+N z '"- 1 -+-_ 

On trouve par la division 
p 

Q — p z ^ -+- Pi 1 ■+• • • • + P(JL ~b R> 

p, p <7 ... etant des constantes et R s’annulant pour £ = 00 . 
Soit d’aulre part 

W(z) = ss* L -t-s l zV- l + ... -h Sp. 
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On aura Pidentile 


p <3^ H- • • • —l— Pjjl •+■ ^ 



Divisant par zV- et faisant z = oc, ii viendra p = s. Suppri- 
mant les deux termes egaux p^, s 3 ^, divisant par 3 ^“’ ct 
faisant 3 = 00, il viendra p, — .v,, .... 


215. Supposons, en particulier, que (>(3) n’ait quo des 
racines simples, et soit de degre /?i, P(3) etanl de degre in. 
Soil a l’une des racines de Q; on aura 

P(aH-/<) P( a) -h. . . _ P (a) 1 

Q (a -b h) ~ O' ( a) h " Q' ( a) Ji + ’ ' * ' 

En second lieu, le polynome W (3) n’evistera pas. La for- 
mule de decomposition sera done 

P (£) V P(^) I 

Q(-) _ s — a 

la sommation s’etendantaux diverses racines a de Q(s). 
Multiplions cette equation par z el faisons 3 = x; 

z 1 

v — ci a 

1- 

ayanl pour limite Limite, il viendra 

P(a) _ :Pl';i 

QV) » Q(-) ’ 

Si P (z) est de degre m — i, le second membre a pour limite 
M et N etant les premiers coefficients de P(3) et de 

QOO- 

Si, au contraire, le degre de P(3).esl -< m — 1, la limite 
sera nulle, et Ton aura 
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IV. — Fonctions algebriques. 

216. Passons a 1’etude des fonctions algebriques , defi- 
nies par une equation de la forme 

( 1 ) /(w, z) — M u tl -f- Mj u n ~' + M/i= o, 

ou M t , ..., M ;l sont des polynomes en tiers en r. 

Nous pouvons supposer le polynome f(u , z) irreduc- 
tible, e’est-a-dire non decomposable en un produit de fac- 
teurs de meme nature; car, s’il etait reducible, on n’aurait 
qu’a etudier separement les equations obtenues en egalanl 
chaque facteur a zero. 

Pour chaque valeur particuliere de r, l equation ( 1 ) dor.- 
nera, en general pour w, n valeurs distincles u ,, ..., u„. Ce 
resultat souffre toutefois deux exceptions : 

i° Si z est racine de l’equalion S\ ----- o, le degre de lequa- 
tion en u s’abaisse au-dessous de />, et une ou plusieuis 
racines disparaissent. 

2 0 L’equation ( 1 ) pent avoir des racines egales. Dans ee 
cas, le produit 

(2) \ = IIM ’(//.■. Uj,Y 

est egal a zero. Or ee produit, etant symetrique par rapporl 
aux quantites Mm ( , ..., est un polynome entier en c. 

L’equation f— o admettra done 11 racines distinetes, sauf 
pour les valeurs de 3 qui satisfont a l’line des equal ions 

M N -O. 

Ces valeurs exceptionnelles, en nombre limite, onl reeu le 
nom de points critiques. Les aulres valeurs de :? sont des 
points ordinaires . 

217. Soit C un contour conlinu, ferine, sans point mul¬ 
tiple, et laissant a son exterieur lous les poinls critiques. Les 
points non exterieurs a C forment un domaine E, d’un sen! 
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lenant; ct si 3 csl assujctti a rester dans ce domaine, a cha- 
cune de ses valeurs correspondront n racines u K , ..., u n de 
I’equation f=o. 

Nous allons montrer tout d’abord que, dans ces condi¬ 
tions : i° les modules ] a x |, ..., |//„) ne peuvent surpasser 
un nombre fixe p; 2 ° les modules | u x — |, ..., | ai — u h | 

ne peuvent etre inferieurs a un autre nombre fixe v, plus 
grand que zero; 3° les modules des rapporls 


() f(uz) # d/(w ; -, z) 

Oz ’ t)ui 

ne peuvent surpasser un nombre fixe nr. 

Suit, en eflfet, a le maximum de [ 3 | dans le domaine E. 
Tout polynome entier en z , tel que SA3 a , aura son module 
au plus egal a la quantite fixe 

2 | A | « a . 


En particulier, N, M, _M,, . .., * * * sont des poly- 

nomes de ce genre; done |N|, [ M ], [M,|, 

? ••• admettent des bornes superieures que I’on peul 

assigner; soit b la plus grande d’entre elles. 

D’aulre part, M est de la forme 

A {z z { ). . .(3 z p ), 

ou 3,, ..., 3 p sont des points critiques. Si 8 designe la dis¬ 
tance du contour C au point critique le plus voisin, chacun 
des modules \z — 3, [, ..., | z — z p \ sera au moins egal a 0 
en chaque point de E; done |M| ne peut s’abaisser au-des- 
sous du nombre fixe | A | 8^, que nous designerons par c. 

On trouvera de meme pour | N ] une borne inferieure c r . 

Cela pose, soit p. la plus grande des deux quantites 1 , 

on aura, pour toutes les valeurs considerees de z et pour 


d\\ 1 
dz 
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toute valeur ^ de la variable a dont le module surpasse p. 

\f(v,z)\ ^ I Ml M--IM.I \<>\*- l -...-\M n \ 

r c\v\ n — b{\v\ n ~ l ^r | V . .4- i) 

> c \v\ n — rib | v \ n ~ l r c | v |' ,_1 (| v | — p) > o. 

Ainsi v ne peut satisfaire a 1’equation f = o. Done, les 
modules des racines | u x |, , [ u n [ ont p. pour borne supe- 

rieure commune. 

Les quantites \u { — u 2 |, ..., | Ui — ilk | auront done pour 
borne superieure 2p.. L’equation (2) donne d’ailleurs 

|N|=n|M| 2 |«;—u a .| 2 > 

d’ou, en remplaeant |N[ par sa borne inferieure c f , ct tons 
les facteurs du second membre, sauf l’un d’eux | ui — itk |, 
par leurs bornes superieures 

I u ._ Uk Y. 

Done | ui — Uk \ a pour borne inferieure la quantile 

2 p 

* ~~ /<(/< — ]) ’ 

(2 P^) 2 

Quant a la derivee partielle 

u n , , 

dz — dz 1 dz 1 

elle a pour borne superieure de son module la quantite 


b]x n -\-b p " -1 4-. . . . 

On a enfin 

f(u , z) = M(m — 1 ^). . .(u — u n ). 

Prenantla derivee partielle par rapport a u et posant ensuite 
u = Hi, il viendra 

df(Ui,5 ) ,,, N , x 

j M ( Ui Ui ) • • • (^i M/i ) y 



212 


PREMlfeRE PARTIE. — CHAPITRE II. 


expression dont le module a pour borne inferieure 

cv w—1 . 

Le module du quotient 

<?/(«,-, ~) . d /'(s) 

(is ‘ 

;i done pour borne superieure la quantile 
ia»+ . . • 

777 — —----. 

CV ,t_1 

218. Ges preliminaires poses, choisissons, a volonte, pour 
ehacune des valeurs de la quantite complexe z = x -f- yi, une 
des n racines de f = o. L’ensemble des racines ainsi choisies 
sera une fonction U des variables x, y. 

Clierchons a diriger notre choix de telle sortc que celte 
fonction soit continue. 

Nous demontrerons d’abord le lemme suivant : 

Si deux fonctions U), U 2 , deter minees comme ci-dessus , 
sont continues dans tout le domaine E, et ne sont pas iden¬ 
tiques, elles ne seront egales en aucun point de E. 

En elTet, d’apres nos hypotheses, | U t — U 2 | sera une fone- 
l.ion continue de x , y. D’ailleurs, en chaque point 3 de E, 
U t et U 2 sont des racines de l’equation /(u , z) = o. Si ces 
deux racines sont identiques, on aura 

| U A — U 2 1 = o. 

Si elles sont diiFerentes, on aura an conlraire 

J Uj U 2 1 ^ v. 

Puisque et U 2 ne sont pas identiques, il existera au moins 
une valeur de z pour laquelle le second cas se presentera. 
D’ailleurs, les valeurs de | U t — U 2 | doivent former un en¬ 
semble d’un seul tenant (64). Done | U 4 — U 2 |, ne pouvant 
prendre les valeurs intermediates entre v et o, ne pourra 
s’annuler. 
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Le nombre des fonctions continues distinctes que Ton pent 
former ne saurail done surpasser le nombre n des racines de 
l’equation f= o, et s’il existe a semblables fonctions U,, ..., 
U,*, les valeurs de ces fonctions, etant constamment difle- 
rentes entre elles, reproduiront, pour chaque valeur de js, 
la suite complete des racines de cette equation. 

219. Nous allons montrer reciproquement qu’on pent 
grouper ensemble les valeurs de u correspondant aux divers 
points de E de maniere a constituer n fonctions continues 
distinctes (J|, ..., U /2 . 

Dans la demonstration de cette proposition, il nous sera 
permis de supposer que C est un contour polygonal. En 
effet, nous savons qu’on peut determiner un contour poly¬ 
gonal <£, sans point multiple, contenant C dans son interieur 
et dont tous les points soient a une distance de C moindre 
que 8. Tous les points critiques seront encore exterieurs a ce 
contour (t\ Or, si le theoreme est vrai pour le contour ( JP, il 
le sera evidemment pour le contour interieur C. 

Si le theoreme est vrai pour deux contours polygonaux 
l £ , = z 0 az i z o, c £"=z 0 z { bz 0 ayant un cote commun z Q z , 
(fig* 3)> il le sera pour le contour polygonal ( Jf = bz {) 

resultant de la reunion de leurs autres parties. 

Fig. 3 . 





Soient, en effet, U', ..., les n fonctions U relatives 
au contour <£'; U", ..., U" les n fonctions relatives a ( £". 
Posons 

^0 — ^ 0 + ifo, %i — h - iy\ . 
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Un point 3 situe sur la ligne aura pour coordonnees 

x~x 0 -h {jo x — x 0 )t, (ji— 

t designant le rapport des distances zz 0 et z t z 0 . 

Si le point z = x iy decrit Ja ligne z 0 z , t variera de o 
a i, et x, y seront des fonctions continues de t. 

Les valeurs des diverses fonctions U' , ..., U' n au point z {i 
sod t les diverses racines u", ..., u" t de l’equation 

/( U ) z 0 )—o. 

11 en est de meme pour les fonctions UJ, ..., U*. On pourra 
associer une a une ces fonctions aux precedentes, en joi- 
gnant ensemble celles qui prennent la meme valeur en z 0 . 

Soient, parexcmple, UJ et UJ les deux fonctions qui pren¬ 
nent la valeur u® . Ces deux fonctions seront egales le long 
de la ligne z 0 z { . 

En effet, UJ est continu par rapport a x , j'qui, sur la ligne 

v,, sont des fonctions continues de t. Done, le long de cetle 
ligne, UJ est une fonction continue de t. II en est de meme 
pour UJ et, par suite, pour [ UJ — UJ1. 

La quantile variant de o a i, parcourt un domaine d’un 
seul tenant. Done | UJ— UJ | jouit de la meme propriete. Or 
UJ, UJ sont, en chaque point z, des racines de l’equation 
f(u, z) = o. On a done, ou [ UJ — UJ ] = o si ces racines sont 
identiques, ou | UJ — U i\ > v > si ellcs sont differentes. 

Ce dernier cas ne peut se presenter, car [ UJ — UJ | etant 
nul au point z 0 et ne pouvant prendre les valeurs interme- 
diaires entre o et v, 1’ensemble de ses valeurs ne serait pas 
d’un seul tenant. 

Cela pose, considerons une fonction U/ egale a UJ dans 
l’interieur de et sur sa frontiere, a UJ dans l’interieur de 
C X" et sur sa frontiere. Cette fonction sera evidemment con¬ 
tinue dans l’interieur de $. 

En faisant successivement i — i, ..., n, on aura les n fonc¬ 
tions demandees. 

On peut, au moyen de ce lemme, ramener la demonstration 
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da theoreme an cas ou le contour ( i? est contenu en enlier 
dans un cercle de rayon < £ decrit autour d’un de ses points 
comme centre, £ etant une quantile que nous pourrons choisir 
aussi petite que nous voudrons. 

On peut, en effet, au moyen de diagonales, decomposer 
l’interieur de $ en une suite de triangles T,, T 2 , ayanl 
chacun un cote commun avec le suivant. Si le theoreme est 
vrai pour chaque triangle, il le sera pour le quadrilatere forme 
parT* etT 2 , puis pour le pentagone forme par T,, T 2 , T ;J , cl 
ainsi de suite. 

Considerons done un de ces triangles T. On peut le decom¬ 
poser par une serie de paralleles a la base, distantes les unes 

des autres de moins de en une serie de tranches; il suffira 
2 

d’etablir le theoreme pour chacune d’elles. 

Subdivisons enfin la tranche consideree par des perpendi- 

c 

ciilaires a la base, distantes de moins de ^; on la partagera 

ainsi en elements, donl chacun sera un carre de cote - ou une 

2 

partie d’un semblable carre; et il suffira d’etablir la propriete 
pour chacun de ces elements et, a fortiori, de l’etablir pour 
un cercle de rayon £ ayant son centre en un point de cet ele¬ 
ment, car l’element tout enlier lui sera interieur. 


220. Or on sait, par la demonstration que nous avons 
donnee de l’existence des fonctions implicites (191), que, 
pour tout point z- 0 domaine C J? et pour loute racine if- de 
l’equation f(u, z 0 ) = o. on peut determiner un nombre p/ le!, 
que, dans un cercle de rayon p £ - decrit autour de comme 
centre, il exisle une fonction U/ de la variable complexe z, 
satisfaisant a l’equation f(u , z) = o et se reduisant a if- pour 
c = -o- 

On pourra done determiner une quantile p Lelle que, dans 
un cercle K de rayon p decrit de comme centre, il exisle 
n fonctions U 0 ..., U w de la variable complexe s, salisfai- 
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sailt a 1’equation f(u, z) = o. II suffira pour cela de prendre 
p egal a la plus pelite des n quantites p n ..., p n . 

11 est clair que, si cette propriete apparlient a un cercle K, 
elle appartiendra a fortiori a lout domaine contenu dans ce 
cercle. 

Si done il existe un point z 0 , lei que cette propriete ap- 
partienne a tout cercle decrit de ce point comme centre, quel 
que soit son rayon, on n’aura qu’a prendre ce rayon assez 
^rand pour en conclure que cette propriete appartient au 
domaine E, ce qu’il s’agit de demontrer. 

Dans le cas contraire, les rayons des cercles decrits autour 
de et jouissant de la propriete demandee admettront un 
maximum r fini, mais different de zero. Aucun cercle de 
rayon r ne jouira de la propriete demandee; mais tout 
cercle de rayon r — A en jouira, quelque petit que soit A. 

A chaque point z = x -j- iy de E correspond ainsi un 
nombre r unique et determine, lequel sera une fonction de 

y- 

Cette fonction est continue. Soient, en effet, r et r' ses 
valeurs pour deux points voisins z et Decrivons de 

zh comme centre un cercle de rayon r — \ — \h\. Ce 
cercle sera contenu dans le cercle de rayon r — X decrit au¬ 
tour de z. On pourra done y determiner les n fonctions 
Ui, ..., U„; done son rayon ne pourra surpasser /•', et l’on 
aura 

f; r — a — | h |, 

et, eu faisant tendre A vers zero, 

r f =r — \/i\. 

On Irouvera de meme 

r%r'-\h\. 

Done | /•'— r | sera ^ j h ] et tendra vers zero avec h. 

La fonction r etant continue, toujours positive, admet 
dans E un minimum e qu’elle atteint, et qui sera necessaire- 
ment > o. La determination des fonctions U<, ..U, 2 pourra 
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done se faire dans tout cercle de rayon <<£, quel que soit 
le point de E qui sert de centre; ce que nous voulons de- 
montrer. 

On voit, en outre, par cetle analyse, que les fonctions 
U|, ..., U« sont des fonctions synectiques de z et que leur 
derivee en chaque point est donnee par la formule 

df(U h z) 

dUi _ dz 

dz ~~ d/(U ' 
dUi 

221. L’une quelconque U; des n fonctions, dont l’exis- 
lence vient d’etre etablie, est entierement definie dans E par 
la connaissance de sa valeur initiale u Proposons-nous de 
calculer la valeur r* qu’elle prend en un autre point £ de E. 
Nous savons deja que Vi est une des n racines de l’equation 
f(u, 0 = °; m ais il nous faut assigner un caractere qui per- 
niette de la distinguer des autres. 

A cet efl'et, tracons dans E une ligne rectifiable quel¬ 
conque L joignant les points z 0 et soit i la longueur de 

celte ligne. En integrant la derivee le long de cette ligne, 

on aura (200) 


C/— //? — 

-o 

est au plus egal a nr, on en deduit 
I v i ~ "? I < 

Si l <C cette inegalile suffira pour distinguer la ra- 

cine Vi des autres racines de f(u, s) —- Car soit v * une de 

celles-ci, on aura 

| v i — <’*| ^>2 Tsl 

et par suite 

I v k~ «? | > I *'* — ‘V I — | <’i — | >rnl. 


ct coniine —— 
dz 
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Si > on partagera L par des points de division in- 

lermediaires z { , z+. ... en arcs dont chacun soil < — > el 

2 rn 

Ton calculera successivement les valeurs que prend U/ en 
chacun des points z { , z 2 , . .., £. 

222. S oit maintenant 

OC -O(t), r — ty(t) 

une ligne continue quelconque L ne passant par aucun point 
critique; et soient z 0 = x 0 -±- iy Q , £ = £ + ir^ les extremites 
de cetle ligne; t 0 et t les valeurs correspondantes de t. On 
pourra determiner pour chaque valeur de l’indice i, et d’une 
seule maniere, une fonction continue ui de la variable t , sa- 
tisfaisant tout le long de L a l’equation 

o =/(<',-)=/[«,? (t) 4 - «<K0] 

ct se reduisant a u" pour / = t 0 . 

En efl’et, supposons d’abord que L soit contenu en entier 
dans le domaine E forme par les points non exterieurs a un 
contour C ferine, continu, sans point multiple et laissant a son 
exterieur tous les points critiques. On peut determiner dans 
ce domaine, comine on l’a vu, une fonction U/, continue par 
rapport a x, r, satisfaisant a l’equation f(u , z) = o et se re¬ 
duisant a u ° pour z = z 0 . Le long de la ligne L, x, y sonl 
des fonctions continues de t. Les valeurs successives de U/ 
le long de cette ligne fourniront done une fonction m de la 
variable l satisfaisant a l’enonce. 

Cette fonction est unique. En eflet, s’il existait une autre 
fonction e* de meme nature, \m —e/1 serait une fonction 
continue de t. Les valeurs de t comprises entre t 0 et t for¬ 
mant un ensemble d’un seul tenant, il en est de meme des 
valeurs correspondantes de | Ui — Vi\. D’ailleurs, ui et e/etant 
des racines de l’equation f(u , z) = o, | Ui — Vi\ sera nul ou 
> v suivant que ces racines seront identiques ou non (217). 
Enfin, cette expression est nulle pour z = z 0 ] done ellc 
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devra l’etre tout le long de L, pour que l’ensemble de ses 
valeurs soit d’un seul tenant. 

Remarquons d’ailleurs que la valeur finale de Ui au point £ 
ne sera autre chose que la valeur que prend en ce point la 
fonction U/. Cette valeur finale resterait done la meme si Pon 
remplacait la ligne L par toute autre ligne continue U ayant 
les memes extremites, et egalement contenue dans E. 

Supposons au contraire qu’il n’existe aucun contour de 
Pespece C dans l’interieur duquel la ligne L soit contenue 
tout entiere. On pourra tout au moins decomposer cette 
ligne en arcs partiels dont chacun soit renferme dans un 
semblable contour. 

Soient en effet t\ t n deux des valeurs de t \ z ', z" les va¬ 
leurs correspondantes de On sait qu’on peut, quelle que 
soit la quantite s, determiner une autre quantite 0 telle que 
Pon ait toujours 

|y- 5 '|<e, si \l ,f — l r \<. 0. 

Prenons pour e une quantite moindre que la plus courte 
distance de L au point critique le plus voisin. Si nous sub- 
divisons l’intervalle t 0 t par des points intercalaires t \, t 2 , ... 
en intervalles t 0 t ••• d’etendue < 0 , tous les 
points de Pare 5*3*+!, par exemple, auront des distances 
mutuelles << £. 11s seront done contenus en entier dans 1111 
cercle Ca de rayon e decrit autour de l’un d’eux, lequel cercle 
laissera a son exterieur tous les points critiques. 

Cela pose, il existe le long de Parc t 0 t K une fonction con¬ 
tinue de t satisfaisant a f(u , = o et prenant pour t = l 0 la 
valeur initiate u ®; on pourra determiner sa valeur finale u\ 
pour t = t K . II existe de meme le long de t K t 2 une fonction 
analogue ajant pour t = t K la valeur initiate u\ ; et l’on 
pourra determiner sa valeur finale u\ pour t = t 2 . Conti¬ 
nuant ainsi et reunissant ces fonctions successivement obte- 
nues, on constituera une fonction Ui definie tout le long 
de L; sa valeur finale c/ sera une racine determinee de Pe- 
quation f(u , Q = o. 
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On voit par cette analyse que, lorsque z decrit la ligne L, 
les racines de l’equation f(u, z) = o varient chacune d’une 
maniere continue, et passenl des valeurs initiales u {) n 

aux valeurs finales v i7 ..., v u . 

II est clair que si z decrivait L en sens contraire, deCa 
z 0 , ces racines repasseraient chacune par la meme serie de 
valeurs et reviendraient respectivement de v t , v n a 

7 /^ 7 /^ 

u \ i • • • j u /r 

223. Supposons que z, au lieu de decrire la ligne E, 
suive une autre ligne L', joignant egalement£ 0 » v Les ra¬ 
cines de 1’equal ion f(u , z) = o, variant d’une maniere con¬ 
tinue, passerontdes valeurs initiales u", . . u® a des valeurs 
finales e', v' n . Ces nouvelles valeurs seront, comme c,, ..., 
i’,D les racines de l’equation /(a, £) = o. Elies seront done 
identiques a ces dernieres, a Vordre pres. Si c.et ordre est 
le meme, nous dirons que les deux chemins L et L/ sont 
equivalents; mais on concoit que cet ordre puisse au con¬ 
traire etre change, et nous verrons plus tard qu’en prenant 
pour valeur initiate une racine donnee ii\ de f(u, z 0 )~o, 
et choisissant convenablement la ligne L', on peut ob- 
tenir comme valeur finale Tune quelconque des racines de 
/(«,£) = o. 


224. On peut, comme on va le voir, reduire un chemin 
quelconque allant de a S a un chemin type qui lui soit 
equivalent. 

Designons par L un chemin fixe clioisi a volonte de 
a par L _< le meme chemin decrit en sens contraire de £ 
a Zq\ un autre chemin quelconque L' allant de z Q a £ sera 
equivalent au chemin L'L _1 L. 

En eflfet, lorsque z parcourt L', u L passera de la valeur iui- 
tiale u\ a une valeur finale v ; lorsque z parcourt ensuite L _l , 
iii passera de la valeur v a une valeur u° ; il repassera de u° 
a v lorsque z parcourra L. La valeur finale sera done la meme 
que si Ton s’etait borne a faire le premier trajet L'. 
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Or L' L 1 est un contour ferme ramenant z a sa valeur ini- 
liale z 0 . 

Done tout chemin trace de z 0 a £ equivaut a un contour 
ferme L'L - * = C suivi du chemin L. II ne nous reste done 
qu’a etudier la reduction des contours formes. 

225. A cet effet, tragons, a partir de chacun des points 

critiques a, une ligne continue, sans points multi¬ 

ples, s’etendant jusqu’a 1’infini. Nous donnerons a ces lignes 
a[3, a, , ... le nom de coupures . Nous les supposons menees 
de muniere a ne pas se rencontrer; a cela pres, leur trace 
est arbitrairc. 

II est permis d’admettre que le contour G a etudier ne 
rencontre ces coupures qu’en un nombre limile de points. 
En effet, on peut, si cela est utile,* choisir pour coupures 
des lignes droites. D’autre part, si nous decomposons, 
comme au n° 222, la ligne C en arcs^ 0 ^i, ..., ZkZk+\* ••• 
assez petits pour que chacun d’eux, tel que ^a*a+m soit con- 
tenu dans un cercle Ga ne contenant aucun point critique, 
les valeurs de Ui aux points successifs .. . et enfin sa 

valeur finale seront evidemment les memes, que I on suive la 
couibe C ou le polvgone inscrit P = 5 0 ^i.... Ce contour 
polygonal est done equivalent a C et peut lui etre substitue 
au besoin. Or ce nouveau contour ne peut rencontrer les 
coupures qu’en un nombre limite de points. 

226. Cela pose, si C ne traverse aucune coupure, on 
pourra {Jig* 4) l envelopper par un contour ferme C sans 
point multiple dont la distance a C soit partout moindre que 
celle de C a la coupure la plus voisine, et ce contour 0 
ne contiendra evidemment aucun point critique. Soit U; la 
fonction de z determinee dans 3 par Tequation f(u, z) = o 
et la valeur initiate u" pour z = z 0 ; ui etant egal tout le 
long de G a U/, qui n’a qu’une valeur en chaque point de 
I’interieur de 0, reviendra a sa valeur initiate en meme 
temps que z. Le contour G est done equivalent a zero. 
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Si C traverse m fois les coupures, il equivauta m contours 
successifs, dont chacun les traverse une fois seulement. En 



effet, soient p {fig- 5) le premier point d’intersection cpie 
Ton rencontre en suivant le contour C; p r Je second; q un 


Fig. 5. 



point de C intermediaire entre p et p'. Joignons q kz 0 par une 
ligne qui ne traverse aucune coupure. Le contour 

C=zz 0 pqp'z 0 

equivaut evidemment au suivant 

z 0 pq.q Z 0 q.q p'z 0 , 

lequel se compose : 

i° Du contour ferme C t = z 0 p q z 0 qui ne traverse les cou- 
pures qu’au seul point p. 
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2 ° Du contour ferme G'=z 0 qp'z 0 , qui ne les traverse 
que m — i fois. 

Si m > 2 , on appliquera a C' line decomposition ana¬ 
logue et on arrivera enfin a montrer que C est equivalent a 
C, Go . . . Cm, les contours G f , . . ., C, n ne traversant chacun 
les coupures qu’en un seul point. 

227. Gonsiderons un de ces derniers contours C<, traver¬ 
sant en un point/? la coupure acorrespondant an point 
critique a. Tracons autour du point a un cercle d’un rayon 
arbitraire assez petit pour Jaisser a son exterieur tous les 
autres points critiques. 

Joignons ce cercle au point s n par unc ligne determinee qz {) 

i'iff. 6. 



qui ne traverse aucune coupure, mais qui peut etre choisie, 
d’ailleurs, arbitrairement. 

Supposons le contour C, decrit dans le sens de la fleche. 
La portion z 0 yp de ce contour est evidemment equivalente 
a z 0 qnmp ; car on peut envelopper le systeme de ces deux 
lignes par un contour ne contenant aucun point critique. 
Par la meme raison, />8z 0 est equivalent a pm lqz Q . Done, le 
contour total C| equivaut au contour z^qnmpmlq z^^ ou en 
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supprimant dans ce dernier la ligne mp, decrite deux fois de 
suile en sens contraire, au contour z 0 qnmtq. 

Ce dernier contour, forme de la ligne £ 0 < 7 , du cercle qtim Iq 
et de la ligne de retour qz 0 , est entierement determine. Nous 
Fappellerons le contour elementaire (ou le lacet) corres- 
pondant au point critique a. 

Si le contour C, etait decrit dans un sens contraire a celui 
que nous avons suppose, il serait equivalent au meme lacet, 
decrit en sens inverse. 

Nous aurons done ce theoreme : 

Soft L une ligne determinee joignant z 0 a soienl 
d 1 autre part T, F,. ... les lacets correspondants aux di¬ 
vers points critiques a, a,, ..., ces lacets etant decrits dans 
le sens direct, d est-d-dire de maniere que dans le mou- 
vement on laisse ci sa gauche Vinterieur du petit cercle; 
r-', F' 1 , ... les nienies lacets , decrits dans le sens retro¬ 
grade. Tout chemin \J , joignant z 0 d £, sera equivalent 
d une comhinaison des lacets F, r,, ..., F“*, , ... suivie 

du chemin L. 

228. Lorsque z, partant de la valeur initiate z 0 , parcourt 
un lacet F (ou tout autre contour equivalent), la fonction m, 
qui correspond a la valeur initiale //”, prendra une suite de 
valeurs que nous pouvons calculer de proche en proche; 
nous trouverons comme valeur finale une quantite u £, qui 
sera, comme la valeur initiate u ( }, une racine de Fequation 
f(u,z 0 ) = o. En faisanl un calcul analogue pour chacune 
des racines u { - prise comme valeur initiate, on retrouvera, 
comme valeurs finales, la meme serie de quantites, dans le 
meme ordie ou dans un ordre different. 

Le meme contour, decrit dans le sens retrograde, conduira 
reeiproquement de la valeur initiale uj a la valeur finale w®. 

Supposons qu’on ait fait tons les calculs necessaires pour 
etablir la correspondance entre les valeurs initiales et les va¬ 
leurs finales de u L pour chaque valeur de i et pour chacun 
des lacets f, f,, .... 
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Supposons qu’on ait fait egalement les calculs necessaires 
pour determiner la valeur finale Vi que chaque fonction a- t 
‘prend au point £ lorsque z parcourt la ligne L. 

On pourra des lors, sans nouveau calcul, determiner la va¬ 
leur finale de w/, lorsque l’on se rend de z 0 a £ suivant une 
ligne quelconque L'. En effet, Ton voit immediatement, a la 
seule inspection de la figure, quelle est la combinaison de 
lacets qui, suivie du chemin L, equivaut a L'. 

Supposons, par exemple, que L' soit equivalent a rr,L 
On sait, paries calculs precedents, que, lorsque z parcourt 
f, la fonction a etudier passe de la valeur initiale u ( - a une 
valeur finale connue i/J. On sait de meme que, lorsque z par- 
court ensuite T,. la fonction definie par la valeur initiale u [) k 
acquiert une valeur finale connue u?. Enfin, lorsque 3 par- 
courra L, la fonction passera de la valeur initiale u* a la va¬ 
leur finale Vi. 

229. Designons par E Pensemble de tous les points du 
plan a fexclusion des coupures. Soient z 0 un point fixe et 
£ un autre point quelconque, tous deux situes dans ce do- 
maine. Lorsque z se rend de z Q a £ sans sortir de ce domaine, 
celles des racines de l’equation /’(u , z) = o, dont la valeur 
initiale etait u ®, prendra en £ une valeur finale r/, racine de 
I’equation f(a , £) = o, et independante du chemin suivi par 
II resulte d’ailleurs de l’analyse precedente que c/ est une 
fonction synectique de On voit done qifil existe, dans le 
domaine E, n fonctions synectiques U<, ..., U n de z, satis- 
faisant a fequation f(u , z) = o et caracterisees chacune par 
la valeur qu’elle prend pour ^ = z 0 , 

Mais ces fonctions, nettement separees dans le domaine E, 
cessent de fetre si z devient libre de traverser les coupures 
(sans toutefois passer par les points critiques). Supposons, 
en effet, qu’en decrivant le contour elementaire correspon- 
dant a la coupure a(3, par exemple, u passe de la valeur 
initiale u\ a la valeur finale u\. Si z se rend de z 0 a £ par 
un chemin qui traverse la coupure a[3, u passera de la 
J. - I. 


I D 
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valeur iniliale u\ a une valeur finale qui ne sera plus Vi, 
mais Vk* 

Si donc^ n’est assujelti dans sa variation a aucune restric¬ 
tion (sauf celle de ne pas passer par les points critiques), 
nous devrons considerer les fonctions U iy ..., U /2 comme 
appartenant a un meme systeme analytique, que nous ap- 
pellerons la fonction algebrique u definie par 1’equation 
f(u, z) = o; a chaque valeur de z correspondront n valeurs 
differentes de u. 

Nous dirons que U<, ..., U , 2 sont les branches ou les de¬ 
terminations de cette fonction dans le domaine E. 

Cette repartition des valeurs de la fonction algebrique u 
sur des branches distinctes U <5 U /2 synectiques dans le 

domaine E a l’avantage de permettre l’application des theo- 
remes etablis precedemment pour les fonctions synectiques. 
Mais cette distinction est artifieielle; car elle depend du trace 
des coupures, qui est arbitraire. 


V. — Transcendantes elementaires. 


230. Les transcendantes les plus simples sont celles aux- 
quelles on se trouve conduit en cherchant a integrer les frac¬ 
tions rationnelles. 

Une semblable fraction est une soinme de termes entiers 


tels que A z m et de fonctions simples telles que —- 

A 

Or A: m est la derivee de -La forme generate de ses 

m - hi 


integrates sera done 


A5' n+1 

-h const. 

m -h i 


C’est un polynome entier. 


D’autre part, si n >> 
i A 


i, --— est evidemment la derivee 

’(z-a)* 

et la forme generale de ses integrates 
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sera 


__A_ 

(1 — n) (z — a) n ~ l 


4- const., 


expression rationnelle. 

11 reste a trouver les fonctions primitives des fractions 

A 

simples de la forme- 

r 5 — a 


231. Logarithme. — Supposons qu’on ait trouve une 
fonction primitive f{z) de la fonction X - • Les fonctions pri¬ 
mitives de ——— seront evidemment 
z — a 

A f(z — a) 4 - const. 

O 11 n’a done qu’a chercher une fonction f(z) ajant pour 
derivee ^ et satisfaisant par suite a l’equation 



La fonction \ etant synectique dans tout le plan, a l’excep- 

tion du point critique ^ = o, nous savons d’avance (200) que 
dans Tinterieur de tout contour fermeC qui n’enveloppe pas 
ce point, on pourra determiner des fonctions synectiques f 
satisfaisant a cette equation. 

Pour obtenir I’expression de ces fonctions, designons par p 
le module de z, par p l’un de ses arguments, de telle sorte 
qu’on ait 

z — p (cos cp -h i sincp). 

Ghangeant p et cp en p 4- <fp, cp -f- cfp, il viendra 


dz — dp (cosp 4 - i sincp) 4 - p dy (— sinp 4 - i cosep), 


df= — = -+- id'? = Logo + ido 

Z p 


et par suite 


f — Logp -f- jp 4 - const. 
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Supposons la constante nulle, nous aurons 

(0 /== Logo 4 - io. 

La quantite z a une infinite d'arguments; o' designant fun 
d’enx, leur formule generale sera 

o — 2 A~7T, 

k etant un enlier posilif ou negatif. 

L’expression Logo iz>, trouvee ci-dessus, admet done 
pour chaque valeur de ^ une infinite de valeurs 

Logp i(*'+2kr.). 

On les nomine les logarilhmes de z, ct on les represente 
par logs. 

En donnant successivement a <p les diverses valeurs dont il 
est susceptible, on obtiendra une infinite de fonctions dis- 
tinctes 

/o" Logo -r i 


//,— Logp-i-/(cp'-r-2A-), 

dont chacune sera synectique a I’interieur de C. 

Cela pose, par le point critique s == o, tracons une cou- 
pure arbitraire (par exemple, une demi-droite faisant un 
angle donne X avec faxe des x ), et considerons le dornaine 
forme par tous les points du plan, a fexclusion de celte 
coupure. 

Soit z un point de ce dornaine, et prenons pouro'cclui de 
ses arguments qui est compris entre X et X — 2 tt. 11 est clair 
que p et ©' sont entierement determines en chaque point s. 

Chacune des fonclions fu a done une valeur unique et de- 
terminee pour chaque valeur de s ; elle a d’ailleurs pour de- 

rivee -> qui est continue; elle est done synectique. 

Mais il en est autrement si l’on cesse d’astreindre z a ne 
pas traverser la coupure. Supposons en eflet que z decrive 
dans le sens direct un contour ferine sans point multiple en- 
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lourant le point critique z = o. Lorsqu’il reviendra a sa va- 
leur initiale z 0 , son argument se sera accru de 2 tz et, au lieu 
de la valeur initiale 

fk— Logp 0 -4- 

on aura comine valeur finale 

fk +1 = Logp 0 £[«pj, 4- 2 (A - 4- O 71 ]* 

Done / 0 , ..., fk considerees dans tout le plan (a l’exclusion 
du point critique z = o) ne sont pas des fonctions distinctes, 
mais des branches d’une meme fonclion, qu’on represente 
par logs. 

Ces branches se permutent circulairement par une rotation 
autour du point z = o. 

232. Soient 

s — p (cos<p 4 - /sincp), = p 1 (coscpi 4 - i sin ), 

d’ou 

log- — Logs 4- £>, logs 1 = bog pi 4- I©!. 

On en deduit 

1°g- + J ogs, = Logp -h Logpj 4 - 1 ( 04 -?!) = Logpp t 4- i(o 4-'f0. 

Or pp, est le module, et p 4 - p, I’un des arguments de ss,. 
Done le second membre de cette equation est l’un des loga- 
rithmes de ss,. Les aulres ne different de celui-la que de 
multiples entiers de 27 zi. On aura done 

( 2 ) log z 4“ log^i ~ log! 4~ 2 k-i, 

l’entier A* dependant du logarithme clioisi. 

233. Expojventielle. — Nous designerons par e z la fonc- 
tion inverse de logs, definie par l’equalion 

lo gw = s. 

Soit z — x -\r iy , u = p(cosp 4- i sin p). On aura, pour 
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determiner p et <p, les equations 

Lo gp = x, J = 

La premiere equation donne p = e x , e x designant la fonc- 
tion de x inverse de Log#, et definie au n° 116. On aura, 
par suite, 

(3) e z — u = e x (cos/ 4 - i sin y ). 

Cette fonction est synectique dans tout le plan. Elle prend 
toutes les valeurs possibles, zero excepte. Quand x tend 
vers —oo, elle tend vers o. Quand x tend vers -hoc, elle 
tend vers oo, mais de telle sorte que son argument y reste 
indetermine. Enfin, si x restant lini y tend vers oo, elle ne 
tend necessairement vers aucune limite determinee. 

Elle a d’ailleurs pour derivee 

(l^o 7 = “ = eS; 

done 

( 4 ) (e*)'=e*. 

Soient 

z = x -h iv, z x — x x -\- ifi ; 

on aura 


(5) e z e z *=z e x +*i[cos(y + y { ) /sin (/-bj,)] 
Remarquons enfin que Ton a 


( 6 ) 

(7) 


^/-—cosu 4 -/sin-nr =—i, 
e 27U ’ =: cos 2 7T 4- / sin 2 tt = i, 
e z-hAizi— e z e kTli — /— j ) /c e z . 


e 


z+z } 


Done e z ne change pas quand on accroit z d’un multiple 
de 27c/; on enonce celte propriete en disant que la fonction 
est periodique et que sa periode est 2 tt/. 


234. Puissances. — Nous definirons l’expression z m , z et 
m designant deux nombres complexes quelconques, dont le 
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premier n’est pas nul, par l’equation 
z m = e mlo z z . 

Soient m = a + |3?, 5 = p (coscp 4 - i sin cp); il viendra 

~m __ e (0L +pi) [Logp-+-t(<p-t-2£7i) ] 

- e aLogp-p(9-H24-7r) + i[P Logp-+-a(9+2Ar7l)] ^ 

Le module M et l’argument $ de z m seront done donnes 
par les formules 

(8) M = e aLogp-P(9+2A'7T) > 

(9) 2= p Logp -1- a(cp 2 kiz) H- 2 k'Tz. 

Si [3 n’est pas nul, a chaque valeur de k correspondra unc 
valeur differente de M, et z m aura une infinite de valeurs dis- 
tinctes. 

Si p = o, M n’a plus qu’une seule valeur; toutefois, si a 
est irrationnel, aux diverses valeurs de k correspondent au- 
tant de valeurs de 3>, ne differant pas les unes des autres de 
multiples de 27 :, et fournissant par suite autant de valeurs 
distinctes pour z m . 

Si, au contraire, a est un nombre rationnel — > deux va- 

q 

leurs de k qui different de multiples de q donneront la memo 
valeur pour z m . Cette expression n’aura done que q valeurs 
distinctes, correspondant a k = o, 1 , ...,<7 — 1 . 

Dans ce cas, l’expression z m = a sera racine de l’equation 
algebrique 

u* — zp ; 

car, en elevant les deux membres de I’equation 



a la puissance <7, il viendra 

u? — eP l °s z . 

Or, si p est positif, le second membre de cette equation est 
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Ic produit de p facteurs egaux a e l ° sz on a z; si p est un 
nombre negatif — p\ ce sera le produit de // facteurs egaux 

, j 

a - • 

Lorsque m est reel et z positif, Tun des logarithmes de z, 
bogest reel, et l’une des valeurs de z m , e mLo?3 , est reelle. 


23o. On a, p etant le module et <p l’un des arguments de r, 
log3 =Z Logo -+- J'f H- 2 k~i 

cl, par suite, 

(io) z' n — 

i° Soit z’ une autre quantity ajant le module p et un ar¬ 
gument cp'; on aura de meme 

~ r /n —— gi/nkfizig/n(l.og pf+iq?)^ 

( zz') m gin [l.og ppf + . 

( 1*011 

00 


~m -f m — ( - \m /?2//iKtIi 


= (zs') m e* 

K. etant un entier, egal a k -+- k ’— A". 

2 ° On aura, d’autre part, 

j-mi —. ^ 

^m-t-;/i' — A^tc/^(/«+/« 0(I‘Oep+i3) . 

d'ou 

^ j 2 ) j-m ~?n! — ^2tu l/«(/.•— krf)+mi(k' —k")\. 

3° Enfin aura, pour Tun de ses logarithmes, 

2 mkizi + 772 (Logp -+- 7 *cp). 

Done 

(z m ) mf — g/nMogz ' 1 — glm!kiiziglmmlkni h/w/n'(Log p-t-i^p) 

D’ailleurs, 

~rnrni g2mmt kifizi gin ml (Log p-h/ 9 ). 

Done, enfin, 
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236. Supposons z variable; Texpression 

u — z m — e m]osz 

sera une fonclion de fonction de z qu'il esl aise d’etudier. 

Tracons, a partir de Torigine des coordonnees, une cou- 
pure rectiligne, faisant Tangle X avec l’axe des x . Dans tout 
le reste du plan, les diverses valeurs de log£ peuvent etre 
reparties en branches synectiques : w, etant determine sans 
ambigui'te en fonction de logs, jouira de la meme propriete. 
Si Ton adopte, pour cp, celui des arguments de z qui est 
>> X, mais <C 2 t: + X, ces diverses branches correspondent 
aux diverses valeurs que Ton peut donner a l’entier k dans 
la for mule (io). 

II est aise de voir comment ces diverses branches se per- 
mutent entre elles lorsque z decrit un contour ferme entou- 
rant le point critique o. Supposant ce contour suivi dans le 
sens direct, le module de z reviendra a sa valeur initiale; 
mais son argument se sera accru de 27:. On aura done passe 
de la valeur initiale 

ll j g'ZmkTti gin (I.og p-H/9) 

a la valeur finale 

e* m * i it *= *k+i- 

237. La derivee de z m se trouvera en derivant l’equation 
qui definit cette fonction. On trouve ainsi 


Mais 


done 


( z m )'— e ,nlosz — • 



(z m )' = me im ~v ,0 ^. 


Cette expression peut s’ecrire 
04) (z nt y—mz ,n - l f 
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a la condilion d’adopter, pour le calcul de z m ~~ K , la meme 
valeur de log -3 que pour celui de z m . 

238. Cherchons enfin si z m tend vers une limite lorsque z 
tend vers zero ou vers oo. 

Posons 

-3 z= p (coso -h i sin cp), — a -f- p i, 

le module M et Targument <l> de z m seront donnes par les 
formules ( 8 ) et ( 9 ). 

Si [3 n’est pas nul, il est clair que de quelque maniere que 
p varie, on peut faire varier simultanement cp, de telle sorte 
que M prenne une suite de valeurs entierement arbitraire; 
done z m ne tendra vers aucune limite determinee. 

Supposons, au contraire, que [3 soit nul, ou que cp soit as- 
treint a rester compris entre deux nombres fixes. 

Soit d’abord a > o. Si -3 (et, par suite, p) tend vers zero, 
Logp tendra vers — 00 , M (et, par suite, z m ) vers zero. Si -3 
tend vers 00 , Logp et M tendront vers + 00 ; z m tendra done 
vers 00 , mais sans que son argument <I> tende necessairement 
vers une limite. 

Si a<o, le contraire aura lieu. Lorsque z tendra vers o, 
z m tendra vers 00 , sans que son argument tende necessaire¬ 
ment vers une limite; mais, si z tend vers 00 , z m tendra vers 
zero. 

Enfin, si a est nul ainsi que j3, on aura eonstamment 
M = i, <£ = 2 £it; d’ou z m — 1 . 

239. Foxctions tiugonom£triques. — Si, dans l’equa- 
tion (3), qui definit e z , nous posons x = 0, il viendra 

(15) e'y — cos y 4 - /sin y, 
et, en changeant le signe de^r 

( 16 ) e-W-cosy —jsin/. 
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On en deduit 

e i y-\- e-'y 

(17) COS y =---> 


siny = 


e l y— e~ l y 


2 i 


Ces formules, etablies dans le cas ou y est reel, pourront 
servir de definition a cosy et siny, lorsque cette variable est 
complexe. 

Quant a tangy et coty, elles continuent a etre definies 
par les formules 


(18) 


tan gy = 


sin 7 __ _i_ 

cosy coty 


Ces fonctions n’ont qu’une seule valeur pour cliaque va- 
leur de la variable. Les deux premieres seront sjnectiques 
dans tout le plan; mais tangy et coty deviendront respecti- 
vement infinies pour les valeurs dey qui annulent cosy ou 
siny. 

Toutes les formules de la Trigonometric subsistent pour 
les valeurs complexes de la variable, car elles se deduisent 
des suivantes 


sin(o) = o, 

. "Tt 

sin - = 1, 
2 


cos (o) = I, 

TC 

cos - —o, 
2 


sin( — a) — —sina, cos(—a)=:cosa, 
sin (a H- b) = sin a cosb -f- cos a sin b, 
cos (a -h b) ~ cos a cos b — sin a sin b, 


dont on peut verifier immediatement Pexactitude en substi- 
luant aux lignes trigonometriques leurs expressions en ex- 
ponentielles. 

On verifie de meme les formules 


(sin 5)'= cos 

d’ou 

(tang 5) 


(cosz)'-. 


- sins, 


— l —, (cot z)' 

cos 2 z ' 


sin 2 s 
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240 . On a, d'apres les formules d’addition, 

sin(# + iy) — sin# cos iv -h cos# sin*/ 

e~y -h er . er—e-y 

— sin #-h i cos#- j 

2 2 

cos(# iy) - cos# cos/)' — sin# sin iy 

e~y -f ey . . ey — e~y 

— cos# — — i sin#-• 

2 2 

Ces expressions lie peuvcnl s'annuler que si leur partie 
ivelle el leur partie imaginaire s’annulent separement. D’ail- 

leurs--—- est toujours posilif el different de zero; en 

outre, sin# et cos# ne peuvent s’annuler a la fois; done 
sin(# + //) ne s’annule que si 1’on a 


ey — e~y 

sin # — o, --— o, 

2 

d’ou 

# - -A tt, y — o, 

el cos(# -j- iy) ne s’annulera que si I’on a 


d’ou 


e y - e~y 

cos# = o,-— o, 

2 

x—(k -1- -| ) 7T, V o. 


^ 9 | , fj —v qj g 

Si v lend vers cc, -— lendra vers + oo, et- 

2 2 

vers -h oo ou vers — go, suivant qu ey sera positif ou negalif. 

Done sin(# + iy) et cos(# iy) tendront vers oo; mais leur 

argument depend de # et ne tendra pas necessairement vers 

une limite. 

Sijy restant fini, # tend vers go, sin(# -f- iy) et cos(#-h iy) 
resteront,au conlraire, finis, sans tendre necessairement vers 
une limite. 


241 . Tout produit de sinus et cosinus peut etre trans- 
forme en une somme de sinus et cosinus. Ilsuffit, pourcela, 
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de remplacer les sinus et cosinus par leur valeur en exponen- 
tielles, d’effectuer les multiplications et de revenir ensuite 
aux lignes trigonometriques. 

Proposons-nous, par exemplc, d’exprimer sin m ^ en fonc- 
tion des sinus et des cosinus de ^ et de ses multiples (m etant 
suppose entier). On aura 

(2 0 ' w sin w - = (e iz — e- iz ) m 

— P miz mP {ni—1)iz _±_ J)l ( m 1 ) p {m-’*)iz 


Associons ensemble les lermes a egale distance des ex- 
iremes; il viendra : 

Si m est impair, 


(2 i) ,n sin " 1 z 
— 2 i j^sin // 

si m est pair, 


\ sin (in — 2) 

in (in — 1) . 

(in— 

3 H-- sin 

2 

2 cos in z 

— 2 111 cos (in — 

2)Z 

111 (m 

-- cos (in — 


—{— 2 

2 

! Z — 

m 

\ .2 ... in 


4 - 




On aura, de meme, 

2 m cos m z-= e~ iz ) ,n — e ,niz -h mc (w - 2 )' : + . . . 

et, en associantles termes deux a deux, 

2 m cos m z ~ 2 cos H- 2 in cos(/??. — 2):+.... 

Cette serie se terminera, si m est impair, par un terme cn 

1 . 2 . . . 7)1 

cosz: si m est pair, par un terme constant--- 


242 . On peut reciproquement exprimer cos mz et sin; 







238 PREMlfeRE PARTIE. — CIIAPITRE II. 

en fonclion de sinz et de cosz. On a, en effet, 


cosmz h- is\wmz — e miz — ( e iz ) m — (cos^ 4- i sin^) m , 

d’ou, en developpant par la formule da binome et egalant 
separement les parties reelles et les parties imaginaires, 


COS Til Z — COS" 


?n {m — 1) 


sin 2 


tii(m — 1 ){m — 2 )(m — 3 ) 

1 . 2.34 ' 

m(ni — 1 )(m — 2) 


c HI — 4 ^ cini - . 


-in cos m ~ l z sin; 


1 . 2.3 


cos' M_3 s sin 3 ^- 


Remplagant dans ces formules sin-^ par 1 — cos 2 ^, ou re- 
ciproquement, on voit : 

i° Que cos mz s’exprime par une fonction entiere ct de 
degre rn en cos^ ; 

2 0 Que sin/?^^ est une fonction entiere de degre m en sin;; 
si in est impair; que, si m est pair, sinm;; sera egal au pro- 
duit de cos£ par une fonction de degre m — 1 en sin.3. 


243 . Soit m un entier impair quelconque ; on aura, comme 
nous venons de le voir, 

sin mz — /(sin z), 

/designant une fonclion entiere de degre m. II est aise de 
mettre cette fonction sous forme d’un produit de facteurs. 
En eflet, sin mz s’annule pour les m valeurs suivantes de c 

, 7T , m — I TZ 

o. ± — , •.. -, 


auxquelles correspondent autant de valeurs distinctes pour 
sin;;. 

On aura done 



A designant un facteur numerique. 
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Pour le determiner, donnons a z une valeur infiniment pe¬ 
tite. *Le premier membre de l’equation precedente aura pour 
valeur principale mz et le second A z. Done A = m. 

Changeons z en l’equation deviendra 


. TZZ 

sin = m sin — 
m 




sin z 



244 . Arc tangente. — La fonclion u = arc tangz, inverse 
de la tangente, sera definie par l’equation 


1 e lH — e~ 

5 = tan S“= 7 ?^= 


OU 


On en deduit 


e Uu — 


f»Uu . 


1 - 4 -iz 


(I 9) M== = ^(i^-z)-^r2kTU]. 


Pour chaque valeur de z, les logarithmes ont chacun une 
infinite de valeurs, diflerant de multiples de 27 zi; a aura 
done une infinite de valeurs diflerant entre elles de mul¬ 
tiples de 7 c. 

Les valeurs z = ± i font exception. Pour chacune d’elles, 
l’un des logarithmes devient infini, et il en est de meme 
de u . 

Par chacun de ces deux points critiques tragons une cou- 
pure. Dans le reste du plan, les diverses valeurs de chaque 
logarithme et, par suite, celles de u forment des branches 
sjnectiques. 

II reste a voir comment ces branches se permutent entre 
elles a la traversee des coupures. Pour cela, supposons que 
z decrive, dans le sens direct, un contour ferme entourant le 
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point i en laissant le point — i a son exterieur. L’argument 
de i — z , en variant d’une maniere continue, se sera accru 
de 27 r; celui de i-\-z reprendra sa valeur initiate. Le pre¬ 
mier logarithme se sera done accru de 2 izi, sans que le se¬ 
cond ait change. La valeur initiale de u etant u 0 , sa valeur 
finale sera done a 0 -h 

On voit de memc que, si z lournait autour du point — /, 
a passerait de la valeur initiale u 0 a la valeur finale // () — tt. 

En derivant l’equalion (19), on voit, d’ailleurs, (| 110 la 
fonction u a pour derivee 



245 . Arc sinus. — Considerons encore la fonction 
a —- arc sin z 7 

inverse du sinus et definie par l’equation 

4 >ia _ in 

;==s i„„ -- t-7-; 

2 l 

d’ou, en resol vant par rapport a e lu , 

e Ul iz ±1 \! 7 ^~z 7 K 

(20) 11 ----- J log( iz ± V I — -*), 

y/1 — z- designant Tun des deux nombres reels on com¬ 
plexes dont le carre est 1 — z~. 

Soit iu 0 l’un des logarilhmes de iz 4- y' i — 3- ; les autres 
auront pour forme generale iu Q -f- ik d’aulre pail, 

iz + \j 1 — z 2 etant egal a - ,_L_ admettra , pour un 

iz — z* 

de ses logaritlimes, /‘t: — iu 0 , et la forme generate de ses lo- 
garithmes sera i(iz — u 0 ) + 2 k tz i. Les diverses valeurs de u 
seront done donnees par le systeme des deux formulas 

( M 0 4-2/»7T, 

" = , 

( t : — ll 0 -\- 2 /\~. 
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2 \l 


Ges valeurs sont toutes distinotes, a moins que a 0 ne soit un 
multiple impair de auquel cas la seconde formule donne 
les memes valeurs que la premiere. Si cela a lieu, on aura 

jlog(t3+y/i — z 2 )— — +I 


' It, 


2A'-H 


d’ou 


is-\ — z-—e 2 —. (— 

- = (— l) A '— =tz I. 


On a d’ailleurs, en derivant l’equation (20), 

u — - - . ( 1 - T - 

1 iz + \J\ — z*\ 2 \/1 

derivee finie et continue, sauf pour les valeurs critiques 



246 . Considerons la region du plan non exterieure a un 
contour ferme sans point multiple qui laisse a son exterieur 
les deux points critiques. Dans cette region, u 0 , admettant 
une derivee constamment finie, varie d’une maniere continue 

et n’est jamais multiple impair de ~ • Le module de la diffe¬ 
rence entre a 0 et celui de ces multiples qui en est le plus 
voisin restera superieur a un nombre positif fixe. Les diffe¬ 
rences mutuelles des racines u, etant de l’une des deux 
formes 2k-, 2« 0 + (2k - 1 - i)tt, resteront aussi superieures a 
un nombre fixe. 

En raisonnant comme pour les fonctions algebriques, on en 
conclutque, si l’on trace, a partir des deux points critiques, 
des coupures quelconques, les valeurs de u pourront, dans 
tout le reste du plan, se repartir en branches synectiques. 

247 . Supposons, pour plus de simplicite, les coupures 
tracees de maniere a ne pas rencontrer la portion de l’axe 
des x situee entre — 1 et + 1. Chacune des branches de la 


J. - I. 


16 



PREMlfcRE PARTIE. 


CIIAPITRE II. 


^42 

fonction a sera caracterisee par la valeur cju’elle prend pour 
z = o, laquelle est uu des nombres kr., k etant un entier. 
Designons par 11 * la branche qui correspond a la valeur k tz. 

Lorsque u varie de (k — a (k + £)t:, son sinus z resfce 
conlinu el reel et varie de — 1 a + 1 ou de +1 a — i, sui- 
vant quc k est pair ou impair, en passant par la valeur o pour 
a = kiz. Done reciproquement, si s varie de — 1 a -f-1, en 

r (_,)A-q ^ r / on 

restant reel, Uh variera de A--— t: a k H-—— hr. 

Done, en eliacun de ces deux points, les branches prendront 
deux a deux des valeurs egales, de telle sorte qu’au point 
— 1 on ait 

9. k — 1 


ft 24 


ttik—\ — 


an point H- 


11 - ft 2 k -\-1 


9 k 


Les deux branches qui deviennent ainsi egales en un point 
critique se permutent entre elles si -3 decrit un contour ferine 
sans point multiple C entourant ce point. Supposons, en 
e(Tet, ce qui est permis, que ce contour soit infiniment petit 
et soit decrit autour du point + 1, par exemple. Tout le long 
de ce contour, chacune des branches de la fonction u con- 
servera une valeur infiniment voisine de la valeur limite 
qu’elle alleint au point critique; car, 1 — z 2 etant infiniment 
petit, il en est de merne de y/i — z 2 ; done iz ± y/1 — z 2 difife- 
rera infiniment peu de sa valeur limite i\ son module et son 
argument et, par suite, son logarithme, diflereront infini¬ 
ment peu de leurs valeurs limites. 

Parmi les diverses branches de la fonction, il en existe 
done deux seulement dont les valeurs le long de G soient 
2 k —(— t 

infiniment voisines de --: ce sont les deux branches 

2 


u 2 h et u 2 k+ dont la valeur limite est 71 • 

Cela pose, soit z 0 un point de C; la valeur de u 2 k, par 
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exemple, au point z 0 sera l’une des valeurs que Pexpression 

(21) jlog(i 5 + ev/i —-s*) 

prend pour ^ s etant egal a±i. 

Lorsque z decrira le contour C, cette expression restant 

infiniment voisine de —— I tt, sa valeur finale coincidera 

2 

avec la valeur au point z 0 de Paxe des deux fonctions */ 2 *, 

u lk+\ • 

Mais le premier cas ne peut sc presenter. En effet, pen¬ 
dant ce mouvement, Pargument de i + z change infiniment 
peu et reprend au retour sa valeur primitive; celui de i — ^ 
varie, au contraire, de 2 tt; celui du produit i— z 2 variera 

__ i 

done de 27: et le radical \J 1 — z 2 — (1 — z 2 )~ se reproduira, 

i 2 71 i 

multiplie par e 2 = — 1. Done, lorsque s reviendra a la va¬ 

leur z 0y la valeur finale de la fonction sera Pune des valeurs 
de Pexpression 

J s ^ 1 — -o)> 

lesquelles sont toutes clifferentes des valeurs de Pexpression 
\ \og(iz 0 +z\/i — z*), 

parmi lesquelles est comprise la valeur initiale. Done, en 
decrivant le contour, on changera la valeur de u et Pon pas- 
sera ainsi de la branche u 2 k a une autre branche, qui ne pent 
etre que u 2 k+ i- 


248 . La fonction arc cos :; inverse du cosinus, definie par 
Pequation 


cos u — Zy 


ne necessite aucune etude nouvelle; en effet, cos u etant egal 
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a sin ( ^ + ii'j, on aura 

TZ 

arc coss =-h arc sins. 

2 

Celle expression admet, pour chaqaie valeur de s, une infinite 
de valeurs donnees par les formules 


-- + a -h 2 k~ 

2 

COSS = ' ' r— dz 1 ) -h 2 Xttt, 

- — a - i- 2 A ~ 

2 


en jiosanl ^ — r/ />. 
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I. — Formule de Taylor. 

249 . Soit f(x) une fonction reelle de la variable reelle x, 
qui reste continue, ainsi que ses n premieres derivees, dans 
un intervalle AA'. 

Designant par a et a + h deux points de cet intervalle, 
posons 

/(a + h)=/(a) + hf (a) + ^ f\a) + ... 

+ t 7 T= 7 )T 

Le reste R„ sera une nouvelle fonction de h que nous allons 
determiner. 

En prenant les derivees successives de (i) par rapport a A, 
on voit : i°que la derivee n ilmc de R„ est egale a f"(ci + h); 
2° que l\„ et ses n — i premieres derivees s’annulent pour 
h — o. 

Ges deux conditions suffisent a definir completement R„; 
ear, si <p est une fonction qui y satisfasse, la difference R„ — 3, 
ayant sa derivee /i i<: ‘ me nulle, sera un polynome entier d’ordre 
n — i, mais ce polynome et ses n — i premieres derivees 
s’annulent pour h = o; il est done identiquement nul. 
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2^6 

Or on peut verifier immediatement que l’integrale definie 

l = (JTHTyi J (a + h — xy~'f'(x)dx 

satisfait aux conditions precedentes. 

Pour le montrcr, posons d’abord x = a -|- /; il viendra 

i r h 

1 = (/t _ 1 )| jf — 

Clierchons la derivee de cette integrale. On voit que k 
figure dans I a la fois comme limite et comme parametre. II 
fautdonc appliquerla regie de derivation des fonctions com- 
posees. Mais la fonction a integrer s’annule pour t = li\ 
done la derivee par rapport a la limite est nulle et il reste 
simplement le terme provenant de la derivation par rapporl 
au parametre 

On trouvera de meme 


d n ~ *i r h 

dh^ = J 0 f n ( a+t ) dt - 

Toutes ces expressions s’annulent pour h = o. Enfin, une 
derniere derivation donnera 

d n I 

!h»--=^ a + h ')• 

Nous trouvons ainsi pour R n P expression suivante 

i r h 

R » = („_,)! J o + 
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Posons l = uh ; « variera de o a i, et l’on aura 
(2) R„=^_-yyy f {i —u) n ~ l f tt (a + uh) du. 


250 . Soit p un entier positif arbitraire non superieur a n *, 
Ja fonction a integrer sera le produit des deux facteurs 

(i — u)p~ 1 et (i — u) fl - p f n (a -h uJi), 


dont le premier est posilifet le second continu dans le champ 
d’integration. On aura done, en appliquant le theoreme dc 
la moyenne, 


R , = *" 


(i — f n (a -l. 0/0 

(TTITT)! 



u ) l> ~ { du, 


9 designant une quantite comprise enlre o el i. D’ailleurs 


Done 



i — u) p ~ l du ~ 



(i — u)p‘y 

P Jo 


i 

l>' 


_ (i — 0 ) a ~P f n (a -+- 0/0 


et, en particulier, si nous prenons p = /?, 
( 3 ) R„ ='£/" (« 4 - 6 / 0 . 


251 . La formule (i) est connue sous le nom de for mule 
de Taylor . L’expression ( 3 ) du reste, donnee par Lagrange, 
est parfois commode; elle a toutefois l’inconvenient de con- 
tenir un nombre inconnu 9 , dont on sait seulement qu’il est 
compris entre o et i. L’expression (2), qui ne contient rien 
d’indetermine, est a cet egard preferable. 

Si Ton suppose n constant et li infiniment petit, les for- 
mules (2) et ( 3 ) montrent que R„ est infiniment petit, 
d’ordre n au moins. On aura done, pour l’infiniment petit 
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J\a -f- h) — /(«), la valeur 

7.2 /,/i-i 

h fa H- f" a h- . . . 4 --r/" -1 a 

approchee aux infioiinenl pros tie l’ordre n . 

Supposons, an contraire, h conslanl ou assujetti a rester 
entre certaines limites et n croissant indeliniment. Si 1 ’on 
peut demontrer que dans ces conditions R„ tend vers zero, 
on aura, a la limite, 

J\a 4 - h ) = i ini fa 4- hf a -+-...+ f-jy f :, ~' «1 • 

On dira, dans ce cas, que la serie injinie 

f(a) -l- hf a -)- -—- J"a-\r . . . 

converge vers j\a -f-A), on a cette quantite pour somme. 

Posons, dans la formule de Taylor, a = o, h~x\ 
nous obtiendrons la formule de Maclciurin 

( 4 ) f{x) —fi o) 4- xf( o) -h. . .4- ( ^ ^ j / /,_1 (°) 4 - R,» 

oil R n peut elre mis sous les formes suivantes 

\\ n — f (i — u) n -'f n (ux)du 9 l\ n — '%f l ( Oj?). 

Cette formule suppose que la fonction f et ses derivees jus- 
qu’a l’ordre n soient continues dans un intervalle comprenanl 
a son interieur les points o et x. 

253 . On peut aisement etendre la formule de Taylor aux 
fonctions de plusieurs variables. 

Soit, en effet, fx^y) une fonction des variables reelles 
x, r, dont les derivees partielles jusqu’a l’ordre n restent 
continues taut que x est compris entre A et A', et y entre R 
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et B'. Soient a, a -+- h deux nombres compris enlre A et A', 
b + k deux nombres compris entre B et B'. 

Posons a = a ht, {3 = b + kt. L’expression 

/(*> ?)=/(« + ht > b + /u ) = ?(0> 
consideree comme fonctiou de aura des derivees 



Ces derivees seront continues tant quc a H- ht sera compris 
entre A et A', et b 4- kt entre B et B', et a fortiori quand / 
variera de o a 1. 

Appliquant a cette fonclion la formuJe de Maclaurin et po- 
sant t= 1 dans l equation obtenue, nous aurons 



ct ~t~ h j b A - ) — fiP't b) 

( 77^771 ( 


. d . d 
h d~a + ,< Tb 

h te + k ob 


/(«»*) 


// j 


R„ pouvant etre mis sous Tune des formes suivantes 

(7r=Tyr jf (■ -«)— (/' ^ + * ^)7(« + /*«, * + *«> da, 


d Y/(a 


/IT \ h oi + *db 


j /(f? -f- 0 A, & -f- 0 A"). 


i 2 oi. En posant /(«, 6) =y, f(a 4- //, & 4- A) = 4 4- A4, 
cette formule prendra la forme plus simple 


. , d 1 y 


d fl ~ l y 

(«-1)! 


R«, 


laquelle subsisterait evidemment pour un nombre quelconque 
de variables independantes. 

Si A et A: sont des infiniment petits de premier ordre, B 7i 
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sera un infiniment petit d’ordre a au moins, et pourra etre 
supprime de la formule, si l’on veut borner l’approximation 
a cet ordre de grandeur. 

255 . Les considerations precedentes s’etendent sans peine 
aux fonctions de variables complexes. 

Soit f(z) une fonction de z, synectique tant que cette va¬ 
riable reste dans I’interieur d un domaine E. Soit L une ligne 
rectifiable situee dans I’interieur de ce domaine et joignanl 
les points a, a -J- h . On verra, par un raisonnement iden- 
tique a celui du n° 249 , qu’on a 

f(a-h/i)=/a-h/if'a-^a + R„, 

le reste R„ ctant donne par l’integrale 

■ {n _,)! £[a + h-z]^f(z)ds. 

Si la droite qui joint les points a et a + h est touL entiere 
comprise dans l’interieur de E, on pourra la prendre pour 
ligne d’integration; sa longueur sera | li |. D’autre part, 
| a -b li — z | variera de | h | a o. Si done [a est le maximum 
de | f' l (z) | sur cette ligne, on aura 


Cette hypothese se realisera toujours si Ton admet qu’on 
puisse tracer du point a comme centre un cercle K conte- 
nant le point a + h dans son interieur, et tel que tous les 
points non exterieurs a ce cercle soient interieurs a E. 

256 . On peut aisement etablir que, dans ce cas, R,, tend 
vers zero lorsque n tend vers gc. 

En effet, ^'(3) etant continue dans l’interieur de E, son 
module le long du cercle K ne pourra surpasser un certain 
maximum M'; soient p le rayon du cercle, 8 la distance du 
point z au point a, laquelle varie de o a |/i|. Sa distance 
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au cercle K sera p — 8, et f n (z) etant la derivee (n — i) idmc 
de /'(s), on aura, d’apres la formule du n° 205 , 


D’autre part, 


1/ I < (p _ g)«-i 


| a -+- /t — js | = | h | — o. 


Done 


| a + /i _ 5 |«-i|/« 3 | = ( iAL^V 1 (n i)! M' 






car le maximum de ^ ^ correspond evidemment a 0 — o. 

p — 8 

On aura done, | h | etant la longueur de la ligne L, 

I h\\' 1 - 


iI^ ( L 




et comme | h | p, cette expression tend vers zero pour 
n -=z go. 

Nous pouvons done enoncer ce theoremc : 

La serie injinie 

fa -+- hf a + ^ f" a + . . . 


est comergente et a pour somme f(a -h h) taut que le 
point a h restera interieur a un cercle K ayant son 
centre en a et qui soit entierement interieur a E. 

En posant, en particulier, a = o, h = s, on aura la formule 
de Maclaurin, qui, pour n= oo, donnera une serie conver- 
gente dans les memes conditions. 


257 . Le theoreme etabli dans le numero precedent peut 
etre demontre par une autre voie, qui donne une nouvelle 
expression du reste. 
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Les points a et a + li etant contenus dans le cercle K, 011 
la fonction f{z) est synectique, on aura 

.... f A*)d= 

2 tuJ k z — a '2 tz i J K (s — ay‘ 


(z-ay 

h n ~' 


h n 


(.3 — a)“ ' (3 — a)'‘(z — a- 




h n ~ 


(« — •;! 


fa -'« + R„, 


Oil 


R — _i_ f kn f { 4 


z') dz 


a — h) 


Soient p le rayon du cercle K, M le maximum de f(z) sur 
ce cercle; on aura 

l= i /|A|V M 

1^/4 < ( I , / | 2 

^ 2 71 \ p / p — | k | 

quantile qui tend vers zero pour rt — oc. 


258 . L’extension aux fonctions de plusieurs variables ne 
souffre aucune difficulte. 

Soit, par exemple, une fonction f(z , u) de deux variables 
qui reste syneclique tant que z ne sort pas d’un cercle K de 
rayon r ayant son centre en a, ni u d’un cercle K, de rayon /*< 
ayant son centre en b. Soient a + h un point interieur a K, 
b -f- k un point interieur a K 1? enfin p une quantite > i 

mais qui ne surpasse ni p—^ ni L expression 
J"(cl —J— hty b — f- kt) 

sera une fonction de t , synectique tant que t ne sortira pas 
d’un cercle de rayon p. On peut done la developper, pour 
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t = j, par la formule de Maclaurin. Le resultat sera identique 
a celai du n° 253 , et le reste tendra vers zero pour n = cc. 


259 . Appliquons la formule de Maclaurin a quelqucs 
fonctions simples. 

La fonction e z a toutes ses derivees successives egales a e z . 
Pour z = o, elles se reduisent a I’unite. On aura done le 
developpement. 



qui sera toujours convergent, quel que soit z f car e : est 
synectique dans tout le plan. 

Posant z = i dans cette formule, nous Irouverons la valeur 
de la constante e 

e — i - -4--- 

I 1.2 


Changeant s en iz , puisen — iz et combinant les formules 
obtenues, il viendra 


(7) COS 3 = 

(8) siu Z zz: 


e ,z e~ ,z 
2 

e iz — e -iz 


-4 


1.2 I.2.J.4 1.2.34.5.6 

r- 3 


2 i ' 1.2.3 1.2.34.5 

series egalement convergentes dans tout le plan. 


260 . Considerons la fonction a (1 -f- z ) m , et, pour pre- 
ciser, dans le cas 011 m n’est pas un entier reel, celle des 
branches de cette fonction qui sc reduit a 1 pour z = o. On 
aura 

m = (i + z) ,n , -hs)'"- 1 , 

u " — m (m - i)...(/?i-/i + i)(i H- 

Pour ^ = o, ces expressions se reduiront a 
1, m , m ( m — 1), . . . , m ( m — 1) . . . ( m — /i+ 1), 

Substituant ces valeurs dans le developpement de Maclau- 
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rin, on oblicnt la formule du kindme 


(1 4- z) m — 1 4- mz 4- 


m {m — 1) 


( 9 ) 


m (m — 1) . .. (m — n 4- 1 ) 
1.2. . . n 


La fonction (1 4- z) m n’ayant qu’un point critique, z = — 1, 
la serie ci-dessus sera convergente tant que |s|<i. Car, si 
cette condition est satisfaite, soit p une quantite comprise 
entre \z\ et l’linite. La fonction sera synectique dans un 
cercle de rayon 0 ayant pour centre l’origine, et le point ^ 
] 111 est interieur. 

An contraire, si \z | > 1, la serie ne sera pas convergente. 
11 faudrait, en efTet, pour qivelle le flit, que la somme S n de 
ses n premiers termes tendit pour n — 00 vers une limite 
lixe et, par suite, que S„ +1 — S n tendit vers zero. Or cette 
difference est le (n -f~ terme de la serie. Ces termes de- 
vraient done tendre vers zero pour n = cc, ce qui n’a pas 
lieu, car leur module augmente an contraire avec n des 
que 71 est suffisamment grand. En effet, le rapport du terme 
general 

m(m — 1 ) . . . (m — «4-i) 

\ .1... n 


an precedent est 


ni — /« 4 - 


et, quand 11 tend vers 00, le module de ce rapport tend vers 
| ^ |, quantite > 1. 


261 . Passons a la fonction « = log(i4-^). Ses derivees 
successives sont 

u' = (i + z)-', tf'n-fl+s)- 1 , 

u n —(— 1 1)! (1 4- z )~ n . 

Ponr z = o, elles se reduisent respectivement a 

I, —I, (—!)»-»(«—I)! 
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On aura done, en adoptant celle des branches du loga- 
rithme qui s’annule pour z = o, 

-2 / .\n — 1 

(io) log(I + Z) — Z — -h . . . -b ----h- 


Par les meraes raisons que pour la formule du binome, 
ce developpement sera convergent si [s[<<i, divergent si 

\ z \> 1 - 

En changeant z en — z , nous trouvons 


log( f — -) = 
et en retranchant 



r n 


n 



Posons 

./• 

2 a -i- x ’ 


a et x etant deux nombres reels et positifs; il viendra 

log — log(« -f- x) — log*? 

_ r_.r x :i t 1 

[ na x 3 (2 a -|- x ) 3 * * * J ’ 

O’est sur cette formule et sur la suivante 
logo; + logj' = lo gxy, 

qu’est fonde le calcul des Tables de logarithmes. 

En posatit a = i, x = i, on aura tout d'abord 


l0g2_2^ + o ^+ oi +.. 

Posant ensuite a = 1 25 , ^ = 3 , il viendra 


lofi 


128 — log I 25 — 2 ( - 


\ 2 53 




et,.comme log 1 28 = log2 7 = 7 log2, log 1 25 = 3 log 5 , cettc 
equation donnera log5. 
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On trouvera de raeme log 3 par l’equation 

4 log 3 — 4 log2 — logo = log8i — log8o = 2 
puis log7 par l’equation 

4 log7 — 5 log2 — I 0 g 3 — 2 log 5 = log7 4 — log(7 v — i) 



et ainsi de suite pour les autres nombres premiers. One 
simple addition donnera ensuite les logarithmes des nombres 
composes. 

Les logarithmes ainsi calcules sont neperiens. Pour obtenir 
les logarithmes vulgaires, on devra les multiplier par le fac¬ 
te ur 

^=0,43429448.... 

262 . Nous avons trouve ( 244 ) la formule 

arc tang; = A [log(f— z) — lo g(i + s) —2 kiti] 

= H- — log(i — is) — 2 kru]. 

Developpant les logarithmes par la formule precedente, 
on aura pour cclle des branches de l’arc tangente qui s’an- 
nule pour ; — o 

- 3 -5 

arc tang; = s — ^ 4- ^ —- 

Ce developpement sera encore convergent si | z ] < l, diver¬ 
gent si | ; [ > i. 

II donne un procede commode pour le calcul numerique 
du nombre tc. On calcule d’abord Parc v qui a pour tangente 
La formule donnera 


i i 
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On aura ensuite 


d o LI 


tang2cp = 
tang 4 9 = 
tang(4? — 7 ) - 


1 — tang 2 cp 

2 tang2cp 
1 — tang 2 2cp 

tang 4 ? — 1 

1 -h tang4cp 


4 cp ■ 


4 239 3 . 239 * 

equation qui donnera tt. 


5 

— > 
12 

120 

JI 9 ’ 

1 

239’ 


263 . Considerons enfin la fonction uz= arcsine. Chacune 
de ses branches sera synectique dans tout cercle qui laisse a 
son exterieur les deux points critiques +1 et —1. On 
pourra done la developper par la formule de Maclaurin cn 
une serie convergente, si [s|< 1 . 

Choisissons en particulier celle de ses branches qui s’an- 
nule avec On aura pour ^ = o 

a — o, //' — 1 

et, d’apres le n° 162 , 

U (2n) — o, w ( 2 « —!) —- [2,3^ ... (2 n — i) 2 . 


Substituant ces valeurs des derivees dans la formule de 
Maclaurin, il vient 


arc sin^ =: 


1 i.3 1 .3.5 s 7 

_ - - -f- - — 4- ;—— 

23 2.4 0 2.4.6 7 


Si | z \ ;> 1, cette serie sera divergente, car le rapport du 
ter me general au precedent est egal a 


(m — \) a _ 

2/i(2/l + l)'’ 

quantite donl le module tend, pour 11 = x>, vers ( 3 ] qui est 
suppose > 1. 
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II. — Procedes pour effectuer les developpements en series. 


264. Soient x un infiniment petit, y = f(x) une quantile 
qui en depend. Proposons-nous d’en determiner une valeur 
approchee, de la forme 


et qui ne differe de la veritable que d’un infiniment petit 
d’ordre n au moins. 

Si f n (x) est continue aux environs de x = o, la formule 
de Maclaurin resoudra la question. Elle donne, en effet, 


y —/(°) ■+■ x f'( o ) ■+■••• + 


^-i/(^-D(o) 

i. 2 ...(n — j) 


-4- R/o 


R,* etant d’ordre^n et, par suite, negligeable. Mais cette me- 
thode exige le calcul des derivees successives de f(x), qui 
peut etre fort penible. Elle est d’ailleurs inapplicable si f n (x) 
n’est pas continue aux environs de x = o. 11 convient done 
d’indiquer d’autres procedes. 


265. Si y = a + v +..., la valeur approchee de y sera 
evidemment la somme des valeurs approchees des fonctions 
partielles w, r, .... 

Si 1’on veut se borner a calculer la valeur principale de y, 
on ne conservera, parmi les fonctions u , e, ..., que celles 
dont l’ordre est le moins eleve; on calculera leurs valeurs 
principales et on les ajoutera ensemble. 

Si toutefois ces valeurs principales avaient une somme 
nulle, ce serait une preuve que l’approximation est insuffi- 
sante; il faudrait done recommencer le calcul en prenant un 
terme de plus dans le developpement de chacune des quan- 
tites «, .... 

Soit, par exemple, 

y — 2 sin x — sin 2 x + x 3 . 
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Lesquantites 2 sin# et —sin 2# sont du premier ordre ; mais 
la somme de leurs valeurs principales est nulle. Poussant done 
l’approximation plus loin, on posera 

2 

2 sin# = 2# - ~ -b . . ., 

1.2.3 

8# 3 

sin 2# = 2#-« H-. . ., 

1.2.3 

d’ou 

y — x z (— J 4- f-h 1 ) 4-. . 2# 3 -f-- 

266. Si y = uv, a et ^ etant respectivement d’ordre a el j3, 
on aura sa valour approchee en multipliant ensemble les va¬ 
leurs approchees des quantites u et v et negligeant dans cc 
produit les termes d’ordre 5; n . II suffira evidemment de 
pousser l’approximation de u jusqu’aux termes d’ordre n — [3, 
celle de v jusqu’aux termes d’ordre n — a. 

Le premier terme de l’expression de y, qui constitue sa va- 
leur principale, est evidemment le produit des valeurs prin¬ 
cipales de u et de v . 


267. Si r = — > soient 

J v 

u t — A# a + A'# a '-b. . 
v x — B #P 4- B' #P' 4-... 


des valeurs approchees de u et de y, et soient 


On aura 


u — u x -\- R, p = ^ + S. 
u tty _— vu x _R^i — S u Y 

V VV v v\\ ’ 


v et V\ etant d’ordre (3, et u t d’ordre a, cette expression sera 
d’ordre ^11 si l’ordre de R est 4 - [3, et si celui de S est 
> n — a -J- 2 (3. 

On aura alors, dans les limites d’approximation deman- 
dees, 
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Cela pose, on effectuera la division de u { par c, jusqu’au 
moment oil Ton introduirait an quotient des termes de degre 

>"• 

Soient q = Cxi-h CJxl'. le quotient de la division, 
T le reste; on aura 

y — — 1 — C^+ C'xY h- . . . -h - • 

T 

Le premier terine du quotient — etant, par hvpothese, 

{, i 

T , _ 

d’ordrc — S3ra d'ordre^./? et pourra etre neglige. 

r i 

On aura done 

v — C C'xY-v -. . . 

avec ^approximation demandee. 

Le premier terme de ce developpement qui est la va- 

leur principale de y, sera evidemment le quotient des termes 
Ax*, BtP, valeurs principales de u et de y. 

Si [3 a, les premiers termes de la suite y, y', ... seronl 
negatifs. Dans ce cas, la formule de Maclaurin n’aurait pas 
ete applicable a la fonction y, car cette fonction, devenant 
infinie pour x — o, serait discontinue, et ses derivees egale- 
ment. 


268. Au lieu d’eflfectuer la division de it\ par y,, on aurait 
pu, ce qui est au fond la meme chose, poser 

y — G xY -+- C' xY 

C, C, V, v', ... etant des coefficients indetermines. 

Cela pose, l equation y --- U ~ pourrait s’eerire 


ou 


vi i 


"i 


(Cj?v+ ..) (B.rP-t- B'j^’h- ...) — Ax*--'t- A'x* 
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on, en developpant les calculs dans le premier membre, 

+ . . . = A# a + A'.r a '-b- 

En exprimant l’identite des ternies da second membre de 
cette equation avec les termes correspondants du premier 
membre, on obtiendra une serie d’equations de condition 
qui determineront C, y, .... 

Ainsi, par exemple, les premiers termes 

BCirP^Y et A ,r a 

devant elre identiques, on aura 

P T = 

BC=:A, 

d’ou 



269. Comme application de cette melhode, proposons- 
nous de calculer les premiers termes du developpement en 
serie de Texpression 

x x x e x -f-1 

e x — 1 2 2 e x — 1 

Cette fonclion ne changeant pas quand x change de signe, le 
developpement ne contiendra que des puissances paires. Bo¬ 
sons done 


x 

2 


e*-+-1 
e x — 1 


= A B x 


il viendra, en chassant les denominateurs et remplagant e x 
par son developpement, 
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Egalant les coefficients des memes puissances de x dans 
les deux membres, on trouvera 

1 — A, 

1 1 _ A 

2 1.2. .. 11 ~ 1.2. .. (n 1) 

B, B, 

_j----:- {-... 

i.2...i.2 ...(n — 1) i .2.3.4.-. 1 .2 •••(n — 3 ) 

equations qui determineront successivement A, B 1? B 2 , .. .. 
On aura meme deux equations pour calculer cliacune des 
quanlites B. On trouve ainsi 


b ‘=8> 

u -=f„- 

B»= 7^ 

|2 

B '=To’ 

b >= 4 > 

,5 _ 6 9 « 

2 7 3 o’ 

270 . Les nombres B n B 2 , .. 

. portent le nom de nombres 


de Bernoulli . Ils se rencontrent dans une foule de questions 
d’Analyse. Ils ont, en particular, une liaison intime avec les 
sommes de puissances des nombres entiers. 

Pour etablir cette relation, posons 

y — e x -h e 2x ... + e^ n - l ^ x . 

On aura 

y(a) — 2*e 2x -i- . . . ( 11 — 

et pour x = o 

(j(*>) 0 = i*4-2*-H. . .+ (/i — 1 )*. 

Mais on a d’ailleurs 


y- 



e nx —, x 
x e x — 1 


n l x l 
n x H- 

1.2 


x 



x B<x 2 

-H - 

2 1.2 


— : A 0 Aj x -j-... H- A a x a -+-..., 


B 2 x* 

1 .2.3.4 
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en posant 

n a+1 

A - n _ 

— -7 r 

1.2. ..(a + i) 

On aura done 


1 n a B, 

- 1 --7- 7 

2 1.2...a i .2 1.2...(a — i) 


i a H-2 a -+-...+ (/i — i) a = (j( a )) 0 = 1.2... aA a 


/i a+1 
a + i 


»L. 

I .2 


B 


-^ 7 a(a-,)(a-2)^ 


271 . Soient y = y/w et m = u K -+- R, 

u x = A^+ A'^ a 'n-... 


etant une valeur approchee de m. On aura 

u — u x _ R 

-h y/wj \Ju 4- y/wj 


y/w — y/w[ 


Le denominateur de cette expression etant d’ordre ^ ? eile 

sera negligeable si l’ordre de R est ^ n . + -• 

Si done u { a ete calcule avec celte approximation, on 
pourra poser 


et y pourra se calculer en extrayant la racine carree de u { 
jusqu’aux termes de l’ordre n. En effet, soit q la racine ainsi 
obtenue. On aura 




«i ~ g* 

\ju^q 


quantite negligeable, car \Ju K et q sont d’ordre ^ et u,\ — q 2 

d’ordre Zn + en efFet, le terme suivant de la racine car- 

ree, lequel s’obtiendrait, d’apres la regie connue, endivisant 
le premier terme de u K — q 2 par le double du premier terme 

de lequel est d’ordre serait d’ordre ^ n par hypotbese. 
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On aura done, avec l’approximation demandee, 

r =z q. 

On aurait pu egalement employer la methode des coeffi- 
cienls indetermines, en posant 

v — G xl C/ xY .. 

ct determinant G, O', ..y, y', ... de maniere a rendre iden- 
tique Fequation 

(C^T + C f x'C A.r a -h A'x^'-h . . .. 

272. Soit, plus generalemenl, 

v — u m , 

m etant fractionnaire ou incommensurable. 

Posons u = -f- r, w, designant sa valeur principale. On 

aura, par la formule du binome, 

V = K <» + mu". 1 -' c + —— <-* e 2 4-... + R. 

J 1 1 1.2 1 

Connaissant les ordres respeclifs de u K et de e, on vena 
aisement combien il fant prendre de termes dans la formule 
pour que R soit d’ordre ft, et par suite negligeable. Gela fait, 
on if aura plus qu a calculer v avec une approximation suffi- 
santc, et Ton en deduira aisement c 2 , c 3 , . . . 

273. Proposons-nous, comme application, de developper 
le radical 

_ 1 

(1 — 2a.r -f a 2 ) 2 

suivant les puissances croissantes de a. 

Cette expression peul s’ecrire 

_ l 

[1 — z( 2 x — a)] 2 


H-a( 2 x — a) . . . 

2 ' 1 

i 3 2 tn — 1 a. m (2 x — a) /J 


2 2 


2 


1.2... m 
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11 ne restera plus qu’a developper les puissances du binome 
2 x — a et a reunir ensemble les termes qui contiennent une 
meme puissance de a. On obtiendra ainsi un developpement 
de la forme 

i + XjX + . . . + X« a ,; , 

ou designe un poljnome en x dont nous allons determi¬ 
ner la forme. 

Le terme 

1 3 2 m — i a m (2 x — a ) m 

2 2 2 J . 2 . . . m 

ne fournira evidemment de terme en a 22 que si m est>-> 

mais ^ n . S’il est compris entre ces limites, il donnera le 
terme 


i . 3 ...(2 m — j) 


i . 2. . . m 


2 m . i .2... in i.2... {/i — m). i .2...(2 ra — n) 

1. 3 . . . (2 m — i ) 2 ,n ~ n ( — i ) n ~ m d n x 2,n 


( 2 X) 2 fn - n (—l) n - 


i. 2 . . . (n — m ). i. 2. . . 2 m 
Mais on a 


dx a 


i. 3 . .. ( 2 m — i ) 


i.2 ... 2 m 2 .4 ... 2 /ft 2 " 2 .1.2... m 

Le terme precedent pourra done s’ecrire 

1.2 ... /i 


i d n r 

2 n . I . 2. . ./I tfL?" 


(- 1 )- 


a", 


i. 2... m . i. 2.. . (n — m) 
et l’on aura, par suite, en ajoutant tons les termes en a' 2 , 

X =_I_ d ' 1 V f(_iv«— 1 - 2 -» ^J. 

“ 2 ". i.2. . .n dx ' 1 j£j |_ v ' i.2.../rc.i.2...(/z — m) J 


On peut d’ailleurs sans inconvenient etendre la sommation 
aux valeurs de m qui sont moindres que les termes ainsi 
ajoutes ajant une d^rivee n Vme nulle. La somme entre paren- 
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theses deviendra eg ale a — \)«. On aura done, comme 
resultat final, 

X = 1 _ (x 2 — iV» 

" 2“. i .a.../» dx n ' 

Les expressions X„ sont connues sous le nom de poly- 
Homes de Legendre. Elies jouissent de proprietes remar- 
quables, et nous aurons plnsieurs fois l’occasion de les rc- 
Irouver. 

d n 

274 . L’expression y = (x 2 —i) 7 * satisfaisant, comme 

nous l’avons vu ( 165 ), a l’equation differentielle 

( x 2 — xy r — n (n -!- i) y — o, 

et X„ n’en differant que par un facteur constant, on aura evi- 
demment 

(x 2 — l)X" - 4 - 2 xX ' n — «(/i + l)X„=: O. 

275 . Trois polynomes successifs X,,^, X w , X„ +i sont lies 
par une relation lineaire que nous allons etablir. 

Prenons la derivee par rapport a a de 1 ’equation 

(i — 2 0 LX 4- a 2 ) 2 z= i -h X, a 4 - . . . -+- X n ct n 4 - . . .; 
il viendra 

_ 3 

(x — a)(i — 2 olx 4- a 2 ) * = X t H- . . . 4 - nX n a rt_1 4- . . .. 
Multipliant par i — :2 a x -1- a 2 et remplacant ensuite 

i 

(1— 2a.r + a 2 ) 2 
par sa valeur, nous trouverons 

(^-a)(l+X 1 a + ...+ X n a ,l + ...) 

— (1 — 2a x -j- a 2 ) (X t 4-. . . 4 - nX n a n ~ 1 4 - . . .), 

d’ou, en egalant les coefficients de a", 

xX n — X /? _ j — (/i 4- I)X M — 2 nxX n 4 - {n i)X w _], 
ou enfin 

(n 4- 1)X„ +1 *— (2/14-1) xX n -t- nXn^i—o. 
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276 . D’apres les definitions que nous avons donnees, une 
quantile y, dependant d’un infiniment petit (011 infiniment 

grand) x , est d’ordre a si le rapport tend vers une limite 

finie et differente de zero lorsque x tend vers o (011 vers 00). 
Mais ce serait une erreur de croire que l’ordre d’infinitude 
d’une fonction quelconque de x soit toujours susceptible 
d’une semblable evaluation numerique, ainsi que cela avail 
lieu dans les exemples precedents. 

Considerons, par exemple, la fonction y = e x . On a, 
comme nous l’avons vu, 


7 


x 

1 


x m 

1.2.. .m 


et, par suite, si x >> o, 

y > 


x nl 

1.2. . . m 


ni etant un entier quelconque. On aura done 



X m ~OL 

I . 2 . . . ill 


Prenons m > a et faisons tendre x vers 00. On aura 


y _ 

lim - lim 


1.2. . . m 


On voit done que, si x tend vers + 00, e x tendra egalemenl 
vers + qo, et cela plus rcipidement qiC une puissance quel¬ 
conque de x. 


277 . L’equation 

y = e* 

donne, en supposant x reel et prenant les logarithmes arith- 
metiques, 

x = Logy. 

Done, si Logy tend vers -+- 00, il en sera de meme dey, qui 
croitra plus rapidement qu’une puissance quelconque de Logy. 
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Done, reciproquement, si y tend vers -f- oc, Logj' tendra 
vers +00, mais nioins rapidement qu’une puissance quel- 
conque de y. 

Posons 

i 

y ~ - > 

d o LI 

= — Log 5 - 

Si y tend vers + oc, 3 tendra vers o etLog z tendra vers — 00, 
mais moins rapidement qu’une puissance quelconque de 
prise avec le signe —. 

Done, pour x infiniment petit (ou infiniment grand), Log x 
sera un infiniment grand negatif (ou posilif), mais dont 
I’orJre est inferieur a toule limite. II ne saurait done etre 
question de lui assigner une valeur principale de la forme Ax*. 
C’est un infini d’une espece particuliere et irreductible a 
ccu\ que nous avons consideres jusqu’ici. 


278 . Soit maintenant u = Ax*-\- Bx$-h ... + R une fonc- 
tion quelconque developpable suivant les puissances de x. 
Proposons-nous de developper logw. 

On aura evidemment 


log// 7 a log.r -h log V 



B x P -a — .. . + Rr a j 


Le dernier terme de celte expression sera developpable au 
moyen de la formule qui donne log(i + #). Mais le terme 
alogx par lequel commence le developpement de log*£ sera 
irreductible avec ceux qui le suivent. 


279 . Les divers developpements que nous avons obtenus, 
elant limites a un certain nombre de termes, donneront tou- 
jours une valeur approcliec de la fonction qu’on developpe 
lorsque x sera suffisamment petit (ou suffisamment grand si 
les puissances de x vont en decroissant). 

En les prolongeant ind^finiment, on obtiendra des series 
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infinies. Si ces series sont divergentes, elles n’onl aucun sens. 
Mais Cauchy a signale ce fail remarquable que, meme en etant 
convergentes, elles peuvent ne pas elre egales a la fonclion 
qui leur donne naissance. 

Considerons, a cet elfet, la fonction /(.r) = e~ J . Ses deri- 

vees successives sont une somme de termes de la forme — e r - 

x a 

Cela se voit immediatemenl sur la derivee premiere, el l’on 
verifie non moins facilement que la derivee d’un semblable 
lerme se compose de deux termes de cette forme. 

Ces derivees s’annulenl loutes pour x — o, car, en posanl 

1 

= z, on aura 

x 

a -1 a z x 
— e x — — 
x x e* 

quantile donl la limile est nulle pour x - ~ o, d’oii 3 —- yz. 

La serie de Maclaurin 

/(O) 4- xf\ O) -T-. . . , 

prolongee indeliniment, sera done convergenle, to us ses 
termes etant nuls. Mais elle est egale a zero el non a f{x). 

II est done necessaire, pour reconnailre si une fonction est 
developpable en serie inlinie par Ja formule de Maclaurin, 
d’eludier le resle et de s’assurer qu’il tend vers zero quand 
n augmente indefiniment. C’est ainsi que nous avons procedc 
pour developpcr (1 4- x) m , log(i-f-.r), .... 

280 . Soit f(x) une fonction qui devienne indeterminee 
pour une valeur particuliere a de la variable. On nomine 
vraie valeur de cette fonction pour x = a la limite vers 
laquelle tend f{a~\-h) lorsque h tend vers zero. Cette 
vraie valeur peut etre finie, infinie 011 indeterminee. Si elle 
est determinee, elle se trouvera en cherchant la valeur prin- 
cipale du developpement de f(a -b h) suivant les puissances 
croissantes de h. 



2 JO 


PREMIERE PARTIE. — CHAPITRE III. 


Soit, par exemple, f(x) — ? cp et s’annulant pour 

x = ci , mais etant developpables par la serie de Taylor; on 
aura 

h n 


/(a -+-A) 


_ y(a + /d 

6(a + /t) 


cp(a) -hA ? '(a) 


i. 2. .. n 


\? n (a) H- R 




h ' 1 


^(a)- 


Soient respectivement ® p (ct) et <!/?(«) ^ es premiers termes 
qui ne s’annulent pas dans les deux suites 

< ?(a), ©'(«), • • • et <!/(<?), - 

La vraie valeur sera la limite de 


Lilli? 

1.2.../) (a) 


Elle sera nulle si p q, infinie si p < q , egale a 




si 


P~ ( ]‘ 

281 . Si /(>) devenait indeterminee pour x = oo, on de- 
velopperait f(x) suivant les puissances decroissantes de#; 
et la vraie valeur serait nulle, finie ou infinie, suivant que 
l’ordre du premier terme du developpement serait negatif, 
nul ou positif. 


282 . Exemples . — i° Soit a determiner la vraie valeur 
de 

( I+ ^) 

pour m = oc. 

Cette expression est, par definition, egale a 

m Log (1-+- — ) m (t k n i-h — — 1 — -K . 

e ® \ m) _ e \ rn 2 m* / 

_ 1 z* 1 z*_ _ 

— gi/nkTZi qZ q 2 m 3 m* 


k etant un entier qui depend de la branche de logaritlime que 
Ton aura choisie. 
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Le dernier facteur tend evidemment vers e° = 1. Si done 
on choisit la branche pour laquelle k — o, d’ou e 2mkni = 1, 
on aura une vraie valeur, egale a e z . 

Pour les autres branches du logarithme, la vraie valeur 
sera entierement indeterminee, tant que m ne sera assujetti 
qu’a la seule condition de tendre vers 00. En effet, soit p. une 

_ . 2 mzi -hLog(x 

quantite quelconque; si 1 on pose m =-—- > n etant 

un entier qui tend vers 00, m tendra egalement vers 00, et 
e 2mhrd sera egal a e Log ^ = 4 a. 

2 0 Cherchons la vraie valeur de 



La vraie valeur sera done e ^ en designant par r la vraie 
valeur de ^log^. 

Or, soient p le module et l’argument de z, on aura 
z logs — z (Log p 4- i<p). 

Le premier terme z Logo a pour module p Logp. Lorsque p 
tend vers zero, Logp tend vers — 00, mais moins rapidement; 
done p Logp tend vers zero. 

Le second terme zitp a pour module pep, qui peut prendre 
une suite de valeurs quelconques lorsque p tend vers zero, a 
condition de choisir convenablement les valeurs correspon- 
dantes de ep. La vraie valeur est done indeterminee, tantqu’on 
ne precisera rien sur la maniere dont cp varie. 
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Mais si cet argument est astreint a rester compris entre 
deux nombres fixes (en particular, si ^ resle reel), p'p tendra 
vers zero. Done on aura 


c —: lim z \o%z 


lim 3- 


283 . La vraie valeur d’une fonction de plusieurs variables 
est generalement indeterminee. 


Considerons, parexemple, la fonclion ‘ 


?(>> y) 


Supposons 


que <p et i s’annulent pour x = a, y = 6, mais que leurs 
derivees parlielles ne s’annulenl pas. La vraie valeur scrail la 
Iimite du rapport 

do . do 


o(a h, b -+- k) _ da 

+ b -h k) d 

~da i 

do , do . 


V- h 4 - t k 


db 


R 


d'± 

db 


k 4 - p 


da 


db 


,Ta h + Jb k 


Oil voitqu’elle depend du rapport variable j > a moins que 


I on n’ait 


do 

da 

~d± 

da 


() 1 

d]>_ 

d^ 

db 


III. Series et produits infinis a temes numeriques. 

284 . Soit u t , u 2 , .. • , Un, •.. une suite indefinie de quan¬ 
tiles. Ainsi que nous 1 ’avons doja indiquc, si les soinmes 
successives 

— "l> 

,v 2 -//j+ // 2 , 


n i 


U 2 -\- . . . -h ft 
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tendent vers une limite finie s , on dit que la serie infinie 
S = ill H- U. 2 + . * • u n -h . . . = 1 u n 

est convergente et a pour somme s. 

Dans le cas contraire, la serie est divergente . 

285. La divergence peut se manifester de plusieurs ma- 
nieres : 

i° Les sommes 64 , ..., s n , ... peuvent tendre vers oo. Ce 
mode de divergence est le seul qui puisse se presenter si les 
quantites u l9 ..., Un, ••• sont reelles et positives, car alors 
les quantites S \, ..., s /n ... sont positives et forment une 
suite croissante ( 10 ). 

2 ° Les sommes s ,, ..., s n ne tendent vers aucune limite 
finie ou infinie. 

Ce cas se presenterait, par exemple, pour la serie 


286. Lorsqu’on peut trouver l’expression generale des 
sommes s n , on devra la discuter pour s’assurer si pour n = oo 
el le tend vers une limite finie et determiner celle-ci. 
Considerons, par exemple, la progression geometrique 

a -t- ar -'-••• 4- ar n 1 ar tl . 

On a 


Si | r | < i, I r \ n et, par suite, r n tendra vers zero. La serie 
est done convergente et a pour somme ——— 

Si | /’ | > i, s est, au contraire, divergenle ; car, pour qu’elle 
convergeat, il faudrait qu’on eut 

o = lim (j /l+1 — s a ) — lim ar' 1 , 

n = oo 

ce qui n’a pas lieu; car on a 

\ar n \ = \a\ \r\ n =\a\. 

J - I. 18 
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287. Considerons, comme second exemple, la serie 

Le terme general peut se mettre sous la forme 

_l_ r,_i_ 1 _i. 

A' + i [_ h — i). . . (z h- n k — J) (*3 -+- it ). . . (.s n -f- k) J 

Sommant de \ a m loutes ces expressions, il viendra 


k -H 1 \z (z -+- 1 ). . . (^ 


]• 


+ k ) (£ -f- in ). . . (z -j- di -f- k ) J 

les autres lermes se detruisant deux a deux. 

Passant a la limite, il viendra 


288. Dans le cas beaucoup plus frequent oil l’on n'est pas 
en mesure de determiner les sommes s, n on sait (p) que la 
condition necessaire et suflisante pour la convergence est que 
Ton ait, pour toute valcur de /?, 

| S/i S/i+p I —- I ^ n -+- I • • • “1“ Mn+p I ^ =vm 

ne croissant [>as quand n croit, et tendant vers zero pour 
n = zc. 

On aura d'ailleurs, en passant a la limite, pour p = go, 
\Sn— *| < £ /m 

La condition de convergence sera evidemment satisfaite si 
Ton a 

| u n+\ | ■+" • • - ■+" | ll n-hp | < e /i* 

Cette derniere relation, suffisante, mais non necessaire pour 
que S converge, exprime que la serie a termes reels et po- 
sitifs 

T = j U x | -+- . . . -+- | ll n | -h • • • , 

formee par les modules des termes de S, est elle-meme con- 
vergente. Si cette circonstance se presente, on dira que la 
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serie S est absolument convergente. On dira, an contraire, 
que cette serie S est semi-convergente si elle est conver¬ 
gente, sans que T le soit. 

Les propositions suivantes mettront en evidence la diffe¬ 
rence profonde qui existe entre ces deux classes de series. 

289. Theoiieme. — On n’altere pas la valeur cTune 
serie absolument convergente en changeant V or dr e de 
ses termes . 

Soit s = u K -f u 2 H- • * • -h W/i + . • • la serie donnee. Chan- 
geons l’ordre de ses termes; soient v t , v 2 , ... les rangs res- 
pectivement occupes dans la nouvelle serie s' par les termes 

u l9 Uo, _ Soit s' m la somme des m premiers termes de s'. 

II faut montrer qu’on peut assigner un nombre p tel que si 
m >> p, | s m — s | deviendra moindre que toute quantile 0 
fixee d avance. 

Soit n un entier a determiner ulterieurement; designons 
par p le plus grand des entiers v ( , ..., v, 4 . Si m > p, la 
somme s m se composera : i° des termes u { , ..., u n ; 2 0 d’un 
certain nombre d’autres termes z/ a ,«p, .. . d’indice >> 11 ; soit 
n -h p le plus grand de ces indices. 

De l’egalite 

S'm— S = S n — &-hs' m — S n -=S n — S-+- U % - f- */£ + . . 

on deduit 

I S 'm — s | < I s n — | + | | “H | u $ | -H • • • 

< 1^/1 s I ■+■ [ I u /i+i | “H | u n +2 | H— - - - —1— | U n +p | ] < 2 

expression qui tend vers zero quand n tend vers 00 . Done, en 
choisissant n assez grand, on peut la rendre < 0 . 

290. Remarque . — On peut, d’une infinite de manieres, 
repartir les termes de s en une infinite de classes contenant 
chacune une infinite de termes. (Nous pouvons, par exemple, 
mettre dans une premiere classe les termes dont Pindice est un 
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nombre premier; dans une seconde, ceux oil il est le produil 
de deux facteurs premiers, et ainsi de suite.) 

Soient r/i, ^/ 2 , ... les termes de la classe i, ecrits dans im 
ordre determine : les series 

ti — 1 V{2 . . . (l = 1, 2, . . . , 00) 

seront absolument convergentes, et l’on aura 

S = 1 1 —f - t% ~. 

Soient, en effet, ti, n la somme des m premiers termes de t t ; 
s„ celle des n premiers termes de s. II faut montrer d’abord 
(jue, si m tend vers oc, la somme 

tend vers zero, quel que soit p. 

Jj’entier n etant choisi a volonte, prenons m assez grand 
pour que tous ceux des termes u K , w 2 , . u n qui figurent 
dans, ti figurent dans £/ j/w . Les termes , ..., r/, m +p se¬ 

ront done de la forme « a , up, . .., ou les indices a, jS, ... sonl 
;> n . Soit n 4 - q le plus grand d’entre eux, on aura 

| *’/,/«+-1 | ■+■ • • • + | | — | | -+" | | • • • 

< | Mn-\-\ | i Un-\-</ | < 2 m 

quantite qui tend vers zero, pour 11 inlini. 

Considerons, en second lieu, la somme 

$l/ii — ^1 m ^ 2 m tlnu 

oil /, in seront pris assez grands pour que si, n contienne tous 
les termes de s n ; on aura 

s /m — s n — U 0L + , 

a, ... etant > n\ et, par suite, 

| Sim $n | < 

Faisons tendre m vers oc; nous aurons a la limile 
| t v -t- t 2 H-. . . -+- — s n | < e„, 
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puis, en faisant tendre l vers 00, 

| t\ -+- t 2 H- . . . — S n | < z n . 

Faisant tendre enfin n vers 00, il viendra 

S = t i •+* . . . . 

291 . Theoreme. — La somme d'une serie semi-conver- 
gente, d termes reels, depend de Vordre deces ter/nes; en 
disposant ceux-ci conv enablement, on peut lui donner la 
vale nr que Von veut. 

Soit s = U\ + ... -b u n - F- . • la serie donnee. Puisque elle 
est convergente, on aura 

I $«—•*«+/. I < l n 

et, en particular, comme u fl+i = s /l+{ — s, n 

| Un-t-p [ — J Sn+p —1 S/i-hp | 1 < C =■«• 

Soient d’ailleurs A n et — B„ la somme des termes posi- 
tifs et celle des termes negatifs qui sont conlenus dans s n ; 
on aura 

lim s n = lim (A ;i — B„) = 5. 

n = oo' 

Mais, d’autre part, la serie des modules 
| u t | ... + | u n \ -f-. . . 

est divergente par hypothese. Done les sommes 

7i=[^i|, <* n = | U Y I *+” • • • ~t“ l u n | = A n 4- B /n 

ne tendent pas vers une limite finie, et comme elles sont po¬ 
sitives, et vont en croissant, elles tendent vers 00. 

Les deux conditions que nous venons de trouver 

lim | A n — B„| =5, lim | A„ + B n ] = 00 

donnent evidemment 

lim A n — 00, lim B /z — 00. 

Soient done c K , c 2 , ... les termes positifs, et — d K , — d 2 , ... 
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les termes negatifs de la serie s. Les deux sommes 
c 1 ~i- c 2 -4- ... e t d j -}- d 2 -f- ..., 

considerees separement, seront infinies. 

D’ailleurs, le rang d’un terme quelconque dans l’une de 
ces series etant au plus egal a celui qu’il occupe dans la serie 
U\ -+ ... -j- u n -\- • • • qui resulte de leur reunion, on aura 

[ C/i-hp I ^ d n + p < 

Cela pose, il est aise de voir qu’en rangeant convenable- 
ment les termes de la serie, on pourra lui donner pour 
somme un nombre M choisi a volonte. 

Prenons, en effet, dans la suite positive C \, ... le 

nombre de termes strictement necessaire pour que leur 
somme surpasse M (ce qui est toujours possible, puisque la 
somme c K + ... + c n + ... est infinie), puis dans la suite 
negative — d K , — d 2y ... le nombre de termes necessaires pour 
ramener la somme au-dessous de M, puis dans la suite posi¬ 
tive assez de termes pour lui faire depasser de nouveau 
M, etc. 

Soient s' la nouvelle serie ainsi formee, s' m la somme de ses 
m premiers termes. Les quantites s m — M oscilleront autour 
de zero et convergeront d’ailleurs vers cette limite. 

En effet, la difference s m — M est au plus egale en valeur 
absolue au terme dont l’adjonction a produitle dernier chan- 
gement de signe dans la suite 

^ 1 ■ j $ m M. 

Cliacun de ces changements de signe exige alternativement 
l’emploi d’un terme au moins de l’une des suites c 4 , c 2f 

ou — d { , — d 2 ,_Des que m sera devenu assez grand pour 

que le nombre des changements de signe qui se sont produits 
avant le terme s m — M soit >2 n, le terme qui a produit le 
dernier d’entre eux occupera un rang superieur a n dans 
celle des suites c K , c 2 , ...; — d K , — d 2 , ... a laquelle il appar- 
tient, on aura done 


M|<e /r 
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292. Supposons que les termes de la serie s, au lieu d’etre 
reels, comme on I’a admis, soient des quantites complexes 

k n — ci n -{— bn i. 

La serie ^u fl tendant vers une limite finie c di, 2 a n el 
tendront respectivement vers c et d. D’autre part, la 
serie 2 J u n | = 2 ^/a* -f- b\ est divergente, par hypothese, et, 
ses termes etant positifs, elle a une somme infinie II en sera 
de meme a fortiori de la somme 2(| a n \ + [ b n |) dont les 
termes sont au moins egaux aux siens. Done, Tune au moins 
des deux series S|a^|, 2|6„ | a une somme infinie. Done, 
Tune au moins des deux series 2 a„ et Hb n est semi-conver- 
gente. On pourra done, en modifiant l’ordre des termes de la 
serie s, donner une valeur arbitraire a sa partie reelle, ou a 
sa partie imaginaire. 

293. Theoreme. — Si deux series s = 'Lu n et £ = 2 
sont absolument convergentes, la serie g* = 2 w a cp formee 
par lesproduits deux a deux de leurs termes, ecrits dans 
un ordre quelconque, sera absolument conver gente et 
aura pour somme st. 

Soit, en effet, <7 m la somme des m premiers termes de la 
serie o*, le nombre m etant quelconque, mais suffisant pour 
qu’on retrouve dans <r m tous les termes du produit 

S n tn — ( u \ 4- . . • -H Un ) ( v i + • • • -+" ), 

n etant un nombre donne quelconque. On aura 
°//t — s n tn ~4* R> 

R etant une somme de termes dans chacun desquels 

I’un au moins des deux indices a, [3 sera 7> n. 

Soit R = M a Pp-b w a ... et soit n -\~ p le plus grand 
des indices a, (3, a', [3', .... On aura 

»#« — — $*|4-|R[ 

<\s n t n — ^| + | u cl\ | + | %| | ^'| H". • • 

<\ s n,tn St | ( | u n-¥ 1 I + • • • “4 | u n-hp |) ([ | . . . -f- [ V n+p | ) 

(I U i\ +• • • 4- | U n |) (| V n + t \ . .H- | V n+p |). 
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Or les series S = S | u n |, T = 2 | v n | etant convergentes, 

par hypothese, on aura 

I W/iH-i | + • • • 4“ | "n+p | < £;n 
| <Wl | | *’n+p | < £ « 

et, J’autre part, 

] u l I -h • • • -h | ll n \ < S, 

| ^ 1 1 | V n+p | < T. 

Done 

I * /w — ^ | < I ■*«** I + £ «t 4 - s; t s, 

quantile dont chaque terme converge vers zero si n lend 

vers 00 . Mais on pent prendre n aussi grand qu’on veul, a 

condition de faire croitre en meme temps m. On aura done 
bien, pour m = oc, 

Jim | <j /H — st\ — o. 

294. Ce theoreme ne subsiste evidemment pas si les se¬ 
ries s et t ne sont pas absolument convergentes. Mais si I’une 
d’elles seulement, t , est semi-convergente, on peut le rem- 
placer par le suivant : 

La serie \V qui a pour terme general 

"'n = + - • .-H it n * r l) 

est convergente et a pour produit s/. 

En effet, on a par hypothese 

| Wn -+-1 | 4 _ • ■ • 4- | M/i-t-p | ^ “a n 
| Vn -(-1 4" ... 4“ t’n-i-p | < l ' n - 
Cela pose, la somme 

w n 3; iT’j H- . . . 4 - 
est evidemment egale a 

t n — u 2 v n — u 3 (4- e„) — . . . 

— (c 2 -+- e 3 -h. . . v n ). 

On en deduit 

\Wn—St\ = \s n t n —St I -t- I U % \ | e„| -4- I ih II Vfi-l 4" «’*| 

4-. . . 4- | u n | | v 2 4- t’ 3 4- • • • 4- | 

< I — 5/1 4- [ u 2 \ 4- | w 3 1 +. . . 4- | M/» | e 1 . 
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Soit m le plus grand entier contenu dans — • Les quan¬ 
tiles s', e' n formant une suite non croissante, on aura, 
a fortiori, 

| W n <9^ | < \ ^ | ( I I H - • • • “H | U m | ) ~ n _ m+l 

"+" ( I u m + \ | + • • • ■+" | U n | ) £ 1 

| | -h s-i Z ;i — //j-i-| ~/n £ i • 

Si 11 tend vers 00, il en sera de meme de rn et n — ni -f- 1. 
Done tous les termes du second membre tendront vers zero, 
et l’on aura 

lim | W n — si | — o. 

295 . Si l^s series s et t sont toutes deux semi-conver- 
gentes, la serie W pourra lie plus etre convergente; mais si 
elle Test, on aura encore 

W Si. 


Pour le faire voir, nous nous appuierons sur le lemme 
suivant : 

Si les quantitys v,, . . ., s n convergent vers une limite s , 
on aura 

• -H S n 


lira! l±iil 


. s. 


On a, en elTet, 

S 1 ■+■ ,? 2 -+- • • • H- S/I 
tl 

d’ou 

.9, -f- .9, -h. . .4* -9« 


(.9, — .9) -f-. . .--h (.9,,— .9) 

--h-7--; 


= I Si — -9 I H- • • • + I Sn — -9 | 
< „ 


D’ailleurs, s,, s 2 , ... tendant vers une limite s , on a 

| S n p | <C =-/n 

et a la limite, en faisant tendre p vers 00, 

|*«— s \ < 
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.5| -4- S„ _ £, - 4 - £, H- . . . -h z n 

$ . 
n " n 

Les quantiles £ formant une suite non croissante, on aura, 
a fortiori, en designant par \ l’entier positif le plus voisin 
de yjn , 

s \ H- ... -4- s„ _ _ Xs, -4- (n — ^QsX-m 

n n 

<ir + tl+ " 

et, en faisant tendre n vers oc, 




296 . Cela pose, on a 

— U \(V\ + • • • -+■ Vn) H“ **2(^1 + •••“+“ v n— 1) "+" • • • 
“ u \ tn ■+“ w 2 tn -1 -+- • • • » 

W! -h . . . 4- W„ — U { t n - 4 - (ffi4“ ^2 ) ^rt -1 + • • • 

—-*1 tn + s 2^n—i -+“ ■ • • "+■ S n t^. 
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Posons 

S U‘ ~~ s — 

d’ou 

I h\p. | <- £ (i.> I ^*(Jt I < £ (X- 

On aura, en designant encore par m le plus grand nombre 

entier contenu dans -> 

2 


• • • ~t- S m t n — /n+ 1 

= Ol + • ♦ • "+“ s m ) t H- Si /\ n 4-... 4- S m fc n —m- t-l> 
tn—m -h . . . + t\ 

— Ol ■+' • • • "+■ tn-m) s hm- f-1 ^ n-m “♦'"•••+ t\ > 

et, par suite, 

W t 4-...4- W„ _ (.^4-...4- s m )t rn (^4-...4- t„- m )s n — m 
n m n n — m n 

_ (^i^ + . . . -4- s m k n - m + { ) 4- (h nt +i t n — m 4-. . . 4- h n t{) 

n 


Passons a la limite pour n = oo. Si l’on remarque que m 

. . n . m n — m 

et n — in deviennent lnlinis avec a et que —, - ont 

^ n n 

pour limite commune J-, on voit que la limite du premier 
membre sera 


st st 

W-— W — st. 

2 2 


Done on aura 
W 


__lim P* ^ n ~^~ $tn kn—m-t- 1 ) ^;n+1 tn 

~ L 


~ W i4-...4-/i« t { 


Or ce second membre tend vers zero. En effet, son module 
est au plus egal a 


1 s l 1 £ /t ~r~ • • • + 1 s m I Z n -m+i ~+~ z m+\ \ t n -m 1 ~+~ • • • ~+~ *n [ ^1 | 

a 

= |_Ji| +..•+j ot | m , , \t x |4-...4-|*„-i»»| n — m 

4-. £ m-+-1 • 


m 


n — m 
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I £ I ] | I y I 

Or, si n tend vers oo, ———--——— tendra vers |.$|, 




n — m 

s w+ , vers zero. 


vers \t , — et 
1 1 n 


vers ^ s /4 _ 


Cl 


297. Cherchons a obtenir des regies qui nous permettent 
de distinguer si line serie est ou non convergente. 

Considerons a cet effet une serie dont le terme general 
soit un produit de deux facteurs, telle que la suivante : 

u n . 

Cette serie sera convergente si la quantite 

( ^ ) | a «4-l M/i +1 -f- • • • + %n-\-p M/t-\-p 1 

tend vers zero pour n = oo, quel que soit p . Elle sera mcme 
absolument convergente si 

I a /i4-l | | 1 I + . . . -h | %n+-p I | Un-\-p | 

lend egalement vers zero. 

Cette derniere condition sera certainement salisfaite si : 
i° la serie est absolument convergente; 2 ° les modules 
des facteurs a /2 ne surpassent pas un nombre fixe A. 

On aura en effet, dans ce cas, 

| | I 11 | + • • • | I [ U/i+p I < A ( ] U n + 1 | -4-• • • T- I ft n -rp |, ) 

;As /{ , 

quantite qui tend vers zero pour n . = oo. 

Done, en multipliant les termes cTune serie absolu¬ 
ment convergente par des facteurs dont les modules ne 
surpassent pas un nombre fixe y on obtient une nouvelle 
serie de meme nature . 

Si, de plus, les modules des facteurs a„ ne deviennent 
jamais inferieurs a un autre nombre fixe a, leurs inverses ne 

pourront surpasser et l’on pourra reciproquement con- 

clure de la convergence absolue de la serie u n celle de 
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la serie Hu n . Les deux series seront done en meme temps 
absolument convergentes ou non. 

298. Deux autres cas de convergence certaine peuvent etre 
mis en evidence, en mettant l’expression ( 2 ) sous la forme 
suivante : 

n+p ( Mn-bp U n -±\ ) 

1 a /i+/>) {U/i-i-p — 1 “h • • • + ll n - 1 - 1 ) + . . • ( a /i-+-1 a /i-h2 ) M/1 -+-1 

— I *n+p(Sn+/> — *n) 

( a /i \-p— 1 ) (Sfl+p— 1 $n )"+“••• “H ( 1 a /iH- 2 ) 0^/i+l ) 

Soit M u le plus grand des nombres | s /l+p — s fl |, . .., 
|,9 //+) — s u |. L’expression precedente sera au plus egale a 

(5) (| ^/j-i _p | —f- | y. tl +p J H- . . . H- | ^n+i a «-i-21) M/i. 

Cette quanlite tendra vers zero pour n = oc, si Tun des 
deux facteurs qui la composent tend vers zero, l’aulre res¬ 
lant fini. 

£99. Supposons, en premier lieu, avec Dirichlet : 
i° Que la serie 

( 4 ) I a l ' a 2 | H“ • . • “h | a // 4 -l | ~r~ • . • 

soil convergente ; 

2 ° Qu’on ait, pour n = cc, 

lim a„ z=. o; 

3° Que les modules des sommes 5 ,, . « . nc surpassent 

pas une limite fixe L. 

Si ces conditions sont remplies, on aura 

( ) | a /i-t-/>— 1 a /H-/J | ~+" • • • | a //-h 1 a rt-+- 2 I 

t n tendant vers zero. 

D’apres la seconde hypolhese, 0 L n+p tendra egalemenl vers 
zero. Enfin les quantites [ s , i+p — ^ /7 1, ... et, par suite, M rt ne 
surpasseront pas 2 L. 11 y aura done convergence. 
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Lc cas parliculier le plus interessant est celui ou 1’on sup¬ 
pose : 

i° Que les quantites a sont positives et decroissantes. 

2 ° Qu’on ait lima,*=o. Dans ce cas, la serie (4), qui se 
reduit a 

( a i — a 2 ) -H (* 2 — a 3) +• • •> 

est evidemment convergente, et a pour somme 

3° Que les quantites u 2 , . . . forment une suite perio- 
dique, telle que la somme des lermes d’une periode soit 
nulle. 

Particularisons encore, en supposant que Ja suite des u se 
reduise a la suivante 

-f-l, I, I? •••) 

nous obtiendrons ce theoreme : 

Une serie 

aj — a 2 4- a 3 — a 4 -h. . 

clont les termes sont positifs et decroissants, et tels que 
Von ait lima,j= o, est toujours convergente, 

300. Supposons, en second lieu, avec Abel : 
i° Que la serie (4) soit convergente; 

2 ° Que la serie u K +. . . + u n + -. . le soit aussi. 
L’expression (5) tendra encore vers zero. On a, d’autre 
part, 

a /2 + 1 ) — a l ( a l a 2 ) ' • • • ( a /24-/J — 1 ) ) 

d’ou 

| a /i-4-/2 | 1 a i [ A, 

A designant la somme de la serie (4). 

Done le premier facteur de (3) restera au-dessous d’un 
nombre fixe. Quant aux quantites ) s, l+p — s n |, ..., elles 
seront toutes moindres que s„. Le second facteur tend done 
vers zero, et il y a encore convergence. 

La convergence de la serie (4) est evidemment assuree si 
les quantites a 1 , a 2 , ... sont reelles, positives et non crois- 
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santes ; dans ce cas particulier, on aura done le theoreme 
suivant : 

Une serie convergente resle encore convergente si Von 
mulliplie ses divers termes par des nombres positifs for¬ 
mant une suite non croissante. 

301. Les series absolument convergentes, etanl les seules 
oil l’on puisse changer a son gre l’ordre des termes, peuvent 
seules etre employees commodement dans 1’analysc. II im- 
porte d’apprendre a les reconnaitre. Cette recherche doit se 
faire sur la serie des modules, dont les termes sont reels et 
positifs. Cette circonstance donne un interet particulier a 
l’etude de la convergence de ce genre de series, qui va de- 
sormais nous occuper exclusivement. 

Cette recherche est fondee sur le principc suivant: 

Si une serie (a termes positifs) Sc,* a ses termes plus pe- 
tits a partir d’un certain rang que ceux d* une serie con¬ 
vergente de meme nature elle sera elle-meme conver¬ 
gente . 

En effet, si Ton a 

(, /i ^ a /n u n+ i . . . ~r- U /t .y.p <C. Z in 

on aura a fortiori 

1 “H • • • -i“ V n +p • 

II est d’ailleurs evident qu’on n’altere pas la convergence 
d’une serie en modifiant arbitrairement un certain nomhre de 
termes au debut. II suffit done que l’inegalite v n u n ait 
lieu pour toutes les valeurs de n qui surpassent un n ombre 
fixe v. 

Si, au contraire, la serie hv n a ses termes plus grands que 
ceux de et, si cette derniere serie est divergente, Hv H 
le sera. 

La demonstration est la meme, le sens des inegalites etant 
renvers£. 
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Pourjuger de la convergence oil de la divergence d’une 
serie, il conviendra done de former an tableau de series 
convergentes, un autre de series divergentes, auxquelles on 
comparera la serie donnee. 

302. La comparaison avec une progression geometrique 
nous fournit une premiere regie simple et suffisante dans 
un grand nombre de cas. 

La serie Hu n est convergente si, a partir d' un certain 

"/- 

rang, on a constamrnent y u n << r, r etant une constante 
< * ; divergente si, a partir d y un certain rang, on a 

'sjiin > r > i. 

Caron a, dans le premier cas, 

u n < /•", 2 r n convergente, 

et, dans le second, 

u tl > r n , X r n divergente. 

Le premier cas se presentera, en particulier, si y u n tend 
pour n = oc vers une limite l moindre que i; car soit r une 
([uantite quelconque comprise entre / etl’unite; on pourra 
trouver un nombre v a partir duquel y u„ differ era de l d’une 

quantite moindre en valeur absolue que l — r. A partir de ce 

'*/— ^ 

moment, on aura constamrnent y u n > r. 

. H - 

On voit de meme que le second cas se presente si y u„ 
tend vers une limite <C i. 

303. Lorsque la regie precedente ne s’applique plus, on 
se trouve conduit a chercher de nouvelles series moins rapi- 
dement convergentes (ou divergentes) que les progressions 
geometriques, pour leur comparer la serie donnee. 

On peut construire a volonte de semblables series par les 
considerations suivantes : 

Soit M 4 , une suite de quantites positives crois- 
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santes, et telles que l’on ait limlYI,, = do. La serie 

n = ao 

( 6 ) Mj -+- (M 2 — Mj) -h...4- (M/i— M /t _|) -1-... 

sera une serie divergente a termes positifs, oil la somme 
des n premiers termes sera M„. 

La serie 



sera, au contraire, convergente; la somme s, t des n premiers 
termes a pour valeur ^ ^—» expression dont la limitc s 

Mi 

1 

est 

Mj 

Reciproquement, toute serie a termes positifs pourra etrc 
mise sous la forme ( 6 ) si elle est divergente, sous la forme ( 7 ) 
si elle est convergente. Les quantites M,, .... seront de- 
terminees, dans le premier cas, par la condition 

M/i —- S/n 

dans le second, par les conditions 

m,— 9 ’ 

d’ou 1 ’on tire les valeurs 

M>=i, M /l+1 = —. 

s s s n 

304. Nous allons montrer que la suite M,, . M , 0 ... 

permet de construire deux systemes de series en nombrc 
illimite, a convergence (ou a divergence) de moins en moins 
rapide, et dont les series ( 7 ) et ( 6 ) ne sont que les premiers 
termes. 

Nous nous appuierons, pour le faire, sur quelques inega- 
lites de la theorie des logarillimes que nous allons etablir. 

J. - I, 


l 9 
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Si x >> o, on aura 


e x — i H- x h -i-. . . > i h- . r, 


- T x y — ~ 

d oil, on posant x = *-—-—, (y >> z), 


e z > - 


Mais on a, d’aulre part, si o < x < i, 


jq - j 

o r = i+^H-h . . . < i + x 4- x- 4- . . . <-, 

1.2 I — JC 


d’ou, en posant 






En prenant les logarithmes dans les deux membres de c 
incgaliles. il viendra 

(8) < Log y — Logs < 

Plus generalcment, posons 

Log Log# — Log 2 #, Log Log.,# = Log ;J #, 

Y^# — Log#Log,;r. . .Log^.r. 

On aura, si y ;> s, 

Log y > Log, Logjx/ > Log^-, 

Appliquant les inegalites (8) a l’expression 


b°g}Jl4-l }' L'OgfJ.-H! - bog 


bogji.r ; 

bOg»5 5 


ii viendra 


Log^j-Log^s ^ ^ Log^.r - Log^ 

L^y-< Lo »^r- L < — Logji s 
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Faisons le produit des inegalites obtenues en posant suc- 
cessivement a = 1 , 2 , ..., m — 1 ; multiplions encore par 
rinegalite (8); il viendra 

(9) VT~~Z < Log „,y - Log,„ 5 < ■ 

YA nl -\J 

305. Ccs preliminaires poses, nous pouvons etablir le 
llieoreme suivanl : 

Th£oiiemi:. — Soit M|, ..., M /2 une suite de quantities 
positives satisfaisant aux conditions 

M # ,+i> M„, limM/j = 00 , 

n — 00 

et soit p une quantite positive quelconque : 

Les series 


X y M /i+1 - M n 

^1 n -\-1 MP ’ L M. + , LogM /l4 . l LogPM,/ 

V - M /f 

Ami ^1/i+l ^m ^1 //-+-1 bo g? t M n 

seront toutes convergences , et les series 

X M '«+1 — V M n+1 — M„ Y 1 - M /f 

Z M„ ’ Z M^LogM,/ ’ Zu~~M n A /n M n ’ 

seront toutes divergentes. 

En efFet, les quantiles MP. MP, ... satisfaisant evi- 

demment aux conditions 

MP h > \1P et lim MP = cc. 


, . MP ~ MP / 

la serie > ■ —^ 77 — sera conver&ente ( et aura pour somme 

A MP +1 MP 0 V H 

La serie —jjr 1 sera egalement (297) si le 


. MP +i -MP 
M„ +I MP * MP +1 MP 
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des termes generaux de ces deux series resle inferieur a une 
limile fixe. II est aise de voir qu’il en est ainsi; car, si nous 
posons, pour abreger, 

<7> 


M 


on aura 


* — q_ 

i- 7 P’ 


el q sera posilif et < 1 . Soit jjl un cnlier quelconque, tel que 
I’on ait — < 0 . On aura 




1 — V 


< 1 ■+■ cp -+- . . . -H q P* < ;a. 


1 - - Y' 


Done la serie 


V M„ +1 - M„ 

L 


est convergente, et Ton sait d’ailleurs que la serie 

est divergente. 

En second lieu, les quantiles 

Log,„M„ • • •» Eog /w 
salisfont evidemmenl aux relations 


Eog /n M rt 4_i ^ , 


lim Log m M„ — oc. 


Done la serie 


1 


Log;,,, — Log„, M„ 

Log,,, M„ + , LogP (i Al„ 


est convergente. Or, en appliquant l’inegalit<L ( 9 ), on voit 
(pie ses termes sont plus grands que ceux de la serie 


£ 

=2 


__ 

^1/H-l A.//1— 1 ^1«+1 I J ®o/« 

_ Mfl+i ^1 n _ 

^f/i+1 n //-Hi ^1/i 


Celle-ci est done convergente. 
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De meme, la serie 

^(Log,„M„ +I — Log,,, M„) 

est divergente, et ses termes sont plus grands que ceux de la 
serie 

V M— M„ 

jrnU ^1 n ^m— l ^1 n 

Celle-ci est done divergente. 


306. Comme application particuliere, posons 


M 1= i, 


M n — ^ > 


Nous obtiendrons la suite de series divergentes 

( ! O ) Y-, S— p—, • ••> S— ~ -, 

Posant, d’autre part, M n = n — r, nous aurons de meme 
la suite de series convergentes 


i n(n — 1 )P 


V 

n 


Log/i LogP(/* — 1 ) 


A cette derniere suite, on peut substituer celle-ci, dont 
les termes sont respectivement plus petits et dont la forme 
est un peu plus simple, 


00 


^ /i 1+ P 9 ^ n 


Log^P/i 


1 n A, 


t n LogP^/i 


On remarquera que, x etant un nombre donne quelconque, 
ses logaritlimes successifs Log#, Log 2 #, .. . decroitront sans 
cesse et finiront par devenir negatifs. 

Si Log^,# est negatif, il n’aura plus de logarithme aritli- 
metique, et les symboJes suivants Log^+j x, ... n’auront plus 
de sens. II pourra done se presenter au debut de chacune 
des series types ( 10 ) et ( 11 ) un nombre limite de termes illu- 
soires, suivis d’un terme negaLif. Mais on pourra leur sub- 
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stltuer des nombres positifs arbilraires sans alterer la con¬ 
vergence 011 la divergence. 


307 . Les considerations suivanles montrent directement la 
divergence des series (10) et la convergence des series (1 1). 
Elies permeltent. en outre, d’assigner deux limites entre les- 
quelles se trouve comprise la somme d’un nombre quelconque 
de termes consecutifs de chacune d’elles. 

Soit F(/i) une fonction de /*, dont la derivee f(n) solt 
positive, continue et decroissante, et tcnde vers zero pour 
n — yD. On a, pour les valeurs de x comprises entre 11 el 
/? -f- 1 , 

f(n)>f(x)>f{n + i) 

et, en integrant de n a n -f- 1, 

/(")> f f(x)dx>f(n-{-i). 

J n 

Posons successivement n — v, v + 1, . .., v -+- p — 1 el 
ajoulons les inegalites obtenues; il viendra 

/W+...+/(v+/^ — 0> / f(x)dx 

La somme /(v + 1) + ... /(v + p) sera done comprise 

entre les deux nombres fixes 


el 


r '*+p 

I f(x)dxr - 


F(v -\-p) — E('0 



dx-hfiv+p) —/('O- 


d’ou 


Soit en particulier 

F(/i) = Log« 


/(«) = ;,; 
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posons en outre v = i, nous voyons que la somme 


i 



est comprise entre Log(/? + i) et Log(/> -hi) — i. 

Si v tend vers oo, f(y) et f(y -+- p) tendant vers zero, on 
aura 

s.'i+P 

lim[/(v-t-i). ,+/(v+/>)] =r lim / /(. r)dx. 

V = oo V = » t/ v 

Pour que la serie 2 f( n ) soit convergente, il faul el il 
suffit que le premier membre de cette egalite soit nul quel 
que soit p . La condition necessaire et suffisante pour la con¬ 
vergence est done que l’integrale 

f(x)dx = F('*+p) — F(v) 

tende vers zero ou, ce qui revient au meme, que F(/?) tende 
vers une limite finie pour n = oo. 



308 . Cela pose, les fonctions 

Log/i, Log 2 n, Log /n+1 n, 

qui ont respeclivement pour derivees 


— ? :-> • • * » 7 - ) • • > 

n n Log /i n A /;/ n 

deviennent infmies pour n = o c. Done les series (io) sont 
divergentes. 

Au contraire, les fonctions 

n~? Log-Pn Log~ p /i 

-> —--> 

— P. ~ P — P 

qui ont pour derivees 

i i i 

n'+P* n Log lH "P/i > n\ m n LogP #i n' 



PREMlfettE PARTIE. — CHAPlTRE III. 

s’annulent pour n = oc. Done les series ( 11 ) sont conver- 
gentes. 


309. La remarque suivante fournit un second procede 
pour juger de la convergence d’une serie a termes positifs 
par comparaison avec une autre serie de meme nature. 

La serie Hv n est convergente si, pour toutes les valeurs 
de n non inferieures au nombre fixe v, on a 

Vn = Un 
Vn+1 > Un+l’ 

let serie 2 u n etant convergente . 

Elle est divergente si, pour on a 

<’n = "n 

V/i+l < u n -(-1 

la serie Hu n etcint divergente. 

On a, en efTet, dans le premier cas, 

<’v = = = 

tty ^ Uy+ l > > U n 

Done, a partir du rang v, la s^rie 2 v n aura ses termes au plus 
egaux a ceux de la serie convergente — ^u n ] elle est done 

Uy 

elle-meme convergente. 

La seconde partie du theoreme s’etablit de meme, le sens 
des inegalites etant change. 

310. Si Ton suppose que Hu n soit une progression geo- 
metrique de raison r, on aura la proposition suivante : 

La serie 2 e w sera convergente si, pour on a con- 

stamment 

-dL- > - , r etant < i 

r 

( ei en particulier si —— tend vers une limite l > i 
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Elle sera divergente si, pour /i>v, on a constamment 


< - j r etant > 

r 


let enparticulier si —— tend vers une limite l<^ 
\ *Vn 


311. La consideration des series (io) et (i i) conduit a des 
regies plus precises. Pour les formuler, calculons pour cha- 

cune de ces series la valeur approch^e du rapport --- > en 

u n +1 

y negligeant les termes d’ordre plus eleve que — • 

On a, avec cette approximation, 


(n 4- i)P _ nP-h pnP~ l + . . . 
nP riP 


p p(p — l) i 


Log(/*-bi) = Log/* -b Logf l -b - 


= Log/* -b 


■— Log/* ( i -b 


/* Log/* 


Logs (n 4-i) = Log 2 n -b Logf i -b -q-— 


= Log,/* -b 


= Log,/*( i 


/* Log/* 


et g^neralement 


Log m (n + i) = Log,,, n i + —— 

\ n A m 7i 

Logg,(n + i) =LogP 
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Enfin 
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«+l I 

- — I H-5 

// n 


(//-hi) A /w ( // -h I ) 


n //Log// 


(// +l) 1+ P f + ? , (i-hp)p 

-ttt; = 1 H -1-^—> 


(// + i)\,„(// + i) Log?,, (//-hi) 
n A /; . n Log? f n 

I 1 1 + p 

— I H-h — j- h . . . -h — -• 

II //Log// n\„ t n 

Telles sont les valeurs da rapport —— pour les series ( 10 ) 

Ufl-h 1 

et ( 11 ). La premiere de ces valeurs seule est exacte. Les 
autres doiveut etre completees par un reste de la forme 
9„ etant infiniment petit pour n = 00 . 

312. Cela pose, une serie sera divergente si, a partir 
de n = v, on a constamment 


i’ n I 

— < 1 + - 


011 , plus generalement, 


),etant une quantite positive fixe. 
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En effet, a la comparant a la serie (io) correspondante, la 
difference 


Vn _ lt n - _ ^ ~+~ 6 , 

1 W/i+1 < n ~ 


finira par devenir negative, 0* etant infiniment pelit. 

Au contraire, sera convergente, si Von peut trouver 
une quantite positive A telle que Ton ait, a partir de n — v, 


ou, plus generalemenl, 


i + X 
n 


-+- • • • - 


En effet, comparons la serie a la serie correspondante 
formee avec une valour de p moindre que A. La diffe¬ 
rence 

V/i U n = ^ p 

<’n+i > /<A wl /i /i 2 

prendra, pour de grandes valeurs de /*, le sigtie de son pre¬ 
mier terme, qui est positif. 


313. Lorsque le rapport est developpable suivant les 


puissances entieres de - (cc cas est a pen pres le seul qui 

se presente dans la pratique), les regies preeedentes pcrmcl- 
tent de decider, dans tous les cas, s'il y a on non conver¬ 
gence. 

Soit, en effet, en s’arrelant aux ternies du second ordre. 


V n +1 n n- 


res taut lini pour n = oc. 

Si a < i, oil a = i, p <i, il y aura divergence; car, en 
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comparant la serie a la suivante 

n Log/i 

(jui est divergente, on aura 

Vn _ U_n _ ^ j P 1 __I_ Q/t ^ 

<Wi U a+l ~~ n n\,ogn n 2 


el le terme principal, qui, pour de grandes valeurs de n' : 
donne son signe a cette expression, sera negatif. 

Au contraire, si a > i, ou a = i, ,3 > i, il y aura conver¬ 
gence; car, en comparant la serie a la serie convergente 


on aura 


S'"=S,T 


Log ,_!_ P n 


Mn 

«/!+! 


— a — i 



1 + P , ®/i — 

— - H-—— y 

nLogn n- 


expression qui, pour n suffisamment grand, sera positive, 
car son terme principal est positif. 


314. Voici une derniere regie de convergence, due a 
M. Kummer : 

Si, pour /i J v, on peut mettre le rapport sous la 

Vn +1 

forme 

> __ -t- * 

Vn+\ Cn 

a, e v , ..., e n , ... designant des quantiles positives quel - 
conques, la serie Hv n sera convergente . 

On a, en effet, 

_ ^ n e n v n ^.^e n ^.\ 


Aj ou tons les equations obtenues en donnant successivement 
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a n les valeurs v, v 4 - 1 , v + p — 1 , il viendra 

e v ^v-f -p ^v-f -p v* e v 

*Vn 4-... 4- Vv+p — ~ * 

Done la somme du premier membre tend, pour p — = 00 , vers 
une limite au plus egale a 

315. Series a double sens. — On considere parfois des 
series telles que 

(l2) . . . 4“ U—,n 4“• • • 4“ 1 -1- 1/q 4~ U\ -f- . . . 4“ U n 4~ .... 

formees d’une infinite de termes s’etendant dans les deux 
sens a partir d’un terme central w 0 . La somme S d’une sem- 
blable serie sera, par definition, la limite de la somme 

s mn — ( u -m 4~ . . . 4- U 0 4~ • . • 4 

lorsque m et n tendent tous deux vers oc, sans etre lies par 
aucune relation. S’il existe une semblable limite, la serie sera 
convergente. Pour cela, il est evidemment necessairc et suf- 
fisant que les deux series partielles 

4- . • • 4- Ha 4~ . . • et //_j 4- ... 4- U—m 4- . . . 

soient convergentes separement. 

La serie ( 12 ) sera absolument convergente si ces deux se¬ 
ries le sont. On pourra, dans ce cas, alt^rer a volonte l’ordre 
des termes sans changer la somme de la serie; les ecrire, par 
exemple, dans l’ordre suivant 

u 0 4 ~ ti\ 4 ~ U—\ 4- ... 4 ~ u n 4 - ft—n 4 - . . .. 

de maniere a n’avoir plus qu’une serie ordinaire. 

Pour former le produit de deux series de l’espcce ( 12 .), 
lorsqu’elles sont absolument convergentes, on n’aura evi¬ 
demment qu’a former les produits de leurs termes deux a 
deux; les termes ainsi obtenus, ecrits dans un ordre quel- 
conque a la suite les uns des autres, formeront une nouvelle 
serie, egale au produit cherche. 
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316. Series multiples. — Soit u, ni „ la un sysleme cle 
quantiles, distinguees les unes des a wires au moyen de plu- 
sieurs indices /?*,, m 2 , .dont chacun peut prendre vine 
infinite de valeurs entieres (par exemplc, tontes les valeurs 
entieres et positives). 

On peut, d’une infinite de manieres, ecrire ces termes a la 
suite les uns des autres et former ainsi une serie ou chacjue 
terme figure a un rang determine, sans qu’aucun d’eux 
soitomis. (On peut, par exemple, en designant par e 4 , e 2 , ... 
une suite quelconque d’entiers croissants, ecrire d’abord, 
dans l’ordre qu’on voudra, ceux des termes M /;ii „ fj en nombre 
limite, pour lesquels | /;?, | 4- | m i | 4- ... < e K , jiuis ceux, en 
nombre limite, ou cette somme est > e l9 mais < e 2 , et ainsi 
de suite.) 

Une serie ainsi formee 

V — p i + u 2 4-. . . 4- v n -+-.. ., 

dont les termes successifs ne sont autres que les nombres 
merits dans un certain ordre, representera pour nous, 
si elle est convergente, une valcur de la serie multiple 

H ///, ///. ; ... • 

//!,, ///.,. . . 

Toutes les series V se deduisanl de 1’une d’elles V r par le 
ebangement de l’ordrc de ses termes, on voit (291-292) que, 
si V' est semi-convergente, la serie multiple admet une infi¬ 
nite de valeurs difl'erentes. Le symbolc 2 m /w n’acquerra 
done un sens precis que lorsqu’on aura fixe l’ordre dans le- 
quel les termes devront etre successivement ajoutes. 

Au contraire, si V 7 est absolument convergente, la serie 
multiple n’aura qu’une valeur unique (289). Nous dirons, 
dans ce cas, qu’elle est absolument convergente. La serie 
plus generate Sa /l|(Wla le sera egalement, si les mo¬ 

dules des multiplicateurs ol, h ne surpassent pas un nombre 
fixe (297). Enfin, on obtiendra le produit de deux semblables 
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series en multipliant leurs termes deux a deux et ajoutant 
dans un ordre quelconque les produits ainsi obtenus. 


317. Considerons en particulier la serie a termes reels et 
positifs 




(ou Ton exclutle terme correspondant a m { =m 2 ... = m H = o, 
qui serait infini), et cherchons dans quel cas elle sera con- 
vergente. 

Soit x un entier positif quelconque. Le nombre des sys¬ 
temes de valeurs de . . ., m n dont la valeur absolue ne 
surpasse pas x est evidemment egal a ( 2 X-\-\) n . Si nous 
excluons ceux de ces systemes ou ..., m n sont tous << x 
en valeur absolue, il en restera 

(2 X -f- I ) n — (2X — i)« — n r J l x n ~ x -h. . .. 

Soit S.x. l’ensemble des termes de S qui correspondent aux 
systemes restants. Chacun de ces termes est evidemment com- 

pris entre les deux limites suivantes et -——; on aura 
r x m (nx*)* 

done 

Il2 n x n ~ l h- . . . _ c _ I /l2 n X n ~ 1 -\~. . . 

^ > 7 * ^ 
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Mais on peut evidemment ecrire 


X=cc 


T = 




.r=l 


• A„ 


A„ LendanL pour x == oo vers la limite constante ni n . Pour 
que T soit convergent, il sera necessaire et suflisant que la 
serie 

v_!_ ' 

Zj X 2 *~ n + [ 

le soit, ce qui donne (306) la condition 

2 a > n . 


318. Ce resultat peut etre generalise comme il suit : 

Soient o une fonction continue homogene de degre 2 a des 
indices m K , .. m n ; A une fonction des memes indices, de 
degre inferieur ha. 

Si la fonction z> est de telle nature qu’.elle ne s’annule pour 
aucun systeme de valeurs reelles des variables /??,, m 2 , ... 
(le systeme o, o, ... excepte), la serie 


Lu ? A 

(ou I’on exclut de la sommation les termes pour lesquels on 
aurait tp -f- A = o) sera convergente si a >> —> divergente 


_ n 
si a:-' 

^ 2 


En effet, donnons successivement aux variables m K , /n 2 , ... 
tous les systemes de valeurs reelles qui satisfont a la condition 


111 j -f- 111 ^ -J- . . . I . 

Les valeurs correspondantes de cp seront evidemment finies 
et de meme signe, car <p ne pourrait changer de signe qu’en 
s’annulant. 

Soient K la plus grande de ces valeurs, k la plus petite. 
Le rapport des fonctions <p et -f- m*)* restera com- 
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pris entre K el k pour tous les systemes de valeurs que l’on 
considere. D’ailleurs ce rapport, etant une fonction homo¬ 
gene et de degre zero de m x , /ft,,, ne depend que des 
rapports mutuels de ces quantites; il sera done toujourscom- 
pris entre K et k. 

D’autre part, etant de degre < 2 a par rapport a m K , ..., 
m n , son rapport a (m\ -+-... 4 - m;)) a tendra vers zero si les 
variables /ft,,, ou seulement quelques-unes d’entre 

elles, croissent indefiniment; car ce rapport est moindre que 

-^5 m p designant la plus grande en valeur absolue des quan- 

nip 

tites ..., m,,, et ce dernier rapport tend evidemment 
vers zero. 

On aura done 

<p + + = A #Wl ... f#lw (/n* -h... 4- /ft,!) a , 

A. m etant une quantite finie, comprise pour des valeurs 
suffisamment grandes des variables entre deux limites fixes, 

voisines de K et de k. La serie \ — T —- sera done conver- 

gente ou divergente en meme temps que la serie S, consi- 
deree tout a l’heure. 

319. Comme application, considerons la serie 
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La fonction cp est continue et homogene de degre a. Enfin, 
elle ne s’annulera que si m, = m 2 = o, pourvu que le deter¬ 
minant a!b u — b'a" soit different de zero. 

On voit done, en appliquant le theoreme precedent, que 
la serie sera absolument convergente si a ^> 2 . Elle sera 
divergente, ou semi-convergente, si a ^ 2 . 

320. Products infinis. — Soient, comme precedemment, 
It i > ^2? • • • > Mm • ♦ • 

une suite indefinie de quantites. Formons les produits suc¬ 
cesses 

n i= u i, 


n„= ifi u 2 . .. u t 


Si n augmente indefiniment, il peut se faire : 
i° Que ces produits successifs ne tendent vers aucune li- 
mite determinee; 

2 ° Qu’ils tendent vers oc; 

3° Qu’ils tendent vers une limite finie II. 

On dira, dans ce dernier cas, que le produit infini 


« 1 « 2 -*•• 

est convergent et a pour valeur II. 

321. Nous admettrons, pour plus de generality, que U \, ..., 
u n , ... puissent etre complexes. Soit, en general, 

u n =z a n -h b n i = p n (c osa^-b tsina„). 

Le produit II„ aura pour module p,...p„ et pour argument 
® \ + • • • + • 

Deux cas de convergence seront a distinguer suivant que, 
pour n = oo, II /2 tend vers zero ou vers une limite differente 
de zero. 
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Le premier cas se presentera, quels que soient les argu¬ 
ments, si Pon a 

limp t . . . ? n — °j 
ou, ce qui revient au meme, 

lim Logpj. . .p n — lim(Logp 1 -+-. . . 4- Logp„) =— 00 . 

Ce cas se reconnaitra done a ce caractere que la serie 
Logpi-h.. .4-Logp„4-... 
est divergente et a pour limite — oc. 

322. Supposons, au contraire, que II a tende vers une quan¬ 
tity fixe diflerente de zero, ayant P pour module et A pour 
Pun de ses arguments. II faudra evidemment pour cela que 
Pon ait 

Logpj-f-. .. 4 - Logp^ = LogP 4- R, n 
+ —A. + 2 k n tz 4 - R ;l , 

k n etant un entier et R /n R' z des quantites qui lendent vers 
zero pour n = 00 . D’ailleurs les arguments a,, ..., <x nj n’etant 
determines chacun qu’aux multiples pres de 27 :, pourront 
etre choisis successivement de maniere a faire evanouir les 
entiers k, n de sorte que les deux series 

04) Logp! 4 -.. .4-Logp„-b- 

(15) aj + . . .+ a a +. . . 

soient convergentes (leurs sommes etant LogP et A). 

Au lieu de la serie (i4)> il sera souvent plus commode de 
considerer la serie 

( 16 ) LogP? 4-.. .-hLogp* 4-.. 

qui s’obtienl en doublant tous ses termes. 

Si les series (i5) et ( 16 ) sont absolument convergentes, il 
en sera de meme du produit II, dont la valeur sera ^videm- 
ment ind^pendante de l’ordre des facteurs. II en dependra, 
au contraire, et sera semi-convergent, si Pune ou Pautre des 
deux series est semi-convergente. 
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Une condition necessaire, sinon suflisante, pour la con¬ 
vergence des series ci-dessus est que leurs termes tendent 
vers zero pour n = oo. II faut pour cela que p* tende vers 
I’unite et <x n vers zero. Mais on a 

I • b n 

i sin — 

?n~ a n + K> a,, —arc] 

I «« 

f COS- 

' pn 

11 faudra done que a n tende vers l’unite et b H vers zero. 


323. Th no heme. — Pour que le produit 
n = u x . . . u n ... 


soil absolument convergent vers une limite differente de 
zero y il faut et il suffit que la serie 


smith — i) 4-( u n — i) -+-... 


so it absolument convergente . 

En effet, la convergence de cette serie, comme celle du 
produit, exige evidemment que Ton ait 

li m ci n i, lim&„ — o, lim o n —\. 

Cela pose, les expressions 


et 


_ L °g(i+pi—*)i/.i 

,j—; - ~rz 7 - 1 — 

iii 1 r/t 


I) • 


bn 


tendront evidemment vers l’unite pour n = oo. Ces facteurs 
seront done, a partir d’un certain rang, inferieurs a une li¬ 
mite fixe, et il en sera de meme de leurs inverses. Done les 
series (i4) et (i5) seront absolument convergentes en meme 
temps que Jes series plus simples 




sGhies. 


Mais si la serie^6 /2 est absolument convergente, il en sera 

de meme de la serie ^6,“,, dont les termes ont des modules 
moindres, au moins a partir d’un certain rang. D’autre part, 
la serie — i) pent s'ecrire 

') (««— 0 

et sera absolument convergente en meme temps que la serie 

^( a n — i), puisque le facteur a n + i tend, pour n = oo, vers 

une limite fixe egale a 2 . Done, pour que If soit absolument 
convergent, il faut et il suffit que les deux series 

0 et 

soient absolument convergentes, ou, ce qui revient au meme, 
que la serie 

^ 1 b ni) I) 

le soit. 


324. Considerons, comme exemple, le produit 




Il sera absolument convergent si, a elant > 1 , les coeffi¬ 
cients A m A n , ... ont leurs modules inferieurs a une 

limite fixe M. On aura, en eflet, 

est convergente, comme nous l’avons vu. 
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Le contraire aura lieu si a < i et si ..., A rt , ... ont 
leurs modules superieurs a une limite fixe. 


32o. Comme application, considerons l’expression 

i. 2 . . . (n — i) 


n(/*, -) = 




!)...(-■ 


I) 


Soit T ( z ) la limite vers laquelle elle tend pour n — oo. On 
aura evidemment r(^) = oo si z est un entier negatif, car, a 
partir de la valeur n = — 5 + 1 , toutes les fonctions II (ft, z) 
auront un facteur nul au denominateur. 

Pour toute autre valeur de z , r(^) aura, au contraire, une 
valeur finie et determinee. En effet, on peut evidemment 
ecrire 


T(z) — U(2 j z) 


n (3, z) 

II ( 2 , z) 


II ( ft I, z ) 
II (n, z) 


et il ne reste qu’a prouver la convergence de ce produit infini. 
Or on a 


n(w + 1 , 5 ) _ n (/i -+- 1 ) z 

II (ft, z) n z n z 



k n tendant, pour n — 00 , vers la limite fixe - —— • Le pro¬ 
duit est done absolument convergent. 


326. On a parfois a considerer des produits infinis dans 
les deux sens ou des produits multiples. Leur introduction 
ne peut plus offrir aucune difficulte. 


IV. — Series de fonctions. 

327. Si une serie 

dont les termes sont des fonctions d’une ou plusieurs va- 
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riables x, y, ... est convergente pour tous les systemes de 
valeurs de ces variables constiluant un certain domaine, elle 
representera dans ce domaine une fonction de x, y, .... 

La convergence de la serie sera uniforme, si Ton peut, 
quelle que soit la quantite positive s, determiner un entier v, 
independant de x, y, ... et tel que, pour n ^>v, on ait tou- 
jours 

\s — S n \<Z. 

Les series uniformement convergentes peuvent, a beau- 
coup d’egards, etre assimilees aux sommes form^es d’un 
nombre limite de termes, ainsi que le montrent les theo- 
remes suivants : 

328. Th6oreme I. — Une serie uniformement conver¬ 
gente, dont les termes sont des fonctions continues de x, 
y, . .., est elle-meme une fonction continue . 

Posons, en effet, 

s — Su — I - R. 

Changeons x, y, ... en x Ax, y -h Ar, . . .; soient As, 
A s n , AR les accroissements correspondants de s, s n , R ; on 
aura 

A s = A s n -h AR = A s n + R+ AR — R; 

d’ou 

|A5|=|A^| + | R -h AR | — | R |. 

La continuite etant suppos^e uniforme, on pourra prendre 
n assez grand pour que | R -f— AR ] et |R| soient moindres 

qu’une quantite positive quelconque 

Le nombre n ayant ele ainsi choisi, s n , qui est la somme 
d’un nombre fini de fonctions continues, sera continue. On 
pourra done assigner une quantite 5, Lelle que si |A#|, 

| Ay |, ... sont <[ o, | A s n [ soit < ^ • On aura alors 

I As | < e, 

ce qui demontre la continuite de s. 
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329. 

gente 


Th£oreme II. — Une serie uniformement conver- 
s = u l -f- u n 


et dont les termes sont des fonctions integrables dans un 
domaine borne E, est elle-meme integrable dans ce do- 
maine; elle a pour integrate la serie 

it i de -f- . . . —l— u n (le H— .... 

laquelle sera uniformement convergente . 

En effet, decomposons E en elements infiniment pelits 
de K , . . de k , • • •• Soil O* Toscillation de s dans l’element 
de k . 11 faut prouver que tend vers zero en meme 

temps que l’etendue des elements. 

Posons encore 

s — s n 4- R, 

et soient 0' k , to k les oscillations de s„ et de R dans I’element 
de k . On aura evidemment 

O* < Oi. -h w /o 

d’ou 

X0/ t - de k <2 0^. de k -\- de k . 

On peut, par hypothese, prendre n assez grand pour que 
R soit constamment moindre en valeur absolue qu’une quan¬ 
tity positive quelconque e. Son oscillation to* sera des lors 
moindre que 2 $, et Ton aura 

de k <! 2 £ 2 de k < 2 £E. 

Le nombre n etant ainsi choisi, s n etant la somme d’un 
nombre fini de fonctions integrables sera integrable ; on 
pourra done assigner une quantite 0 , telle que si de { , . . ., 
de k sont tous << 8, SO ' k de k soit < s. On aura alors 

E O a b.x k < £ (2 E H- 1 ), 

quantite qui tend vers zero avec e; done s est integrable. 
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Son integrate sera donnee par la formula 

II ne reste plus qu’a montrer qne , si n tend vers oo, 

R de tend vers zero, et cela nniformement. 

Or, on peut, par hypothese, determiner un entierv tel que, 
si n > v, | R | soit constamment moindre qu’un nombre po- 
sitif quelconque e. Mais alors 


s» 


de 


< £ E, 


quantite qui tend vers zero avec e. 


330. Th£oreme HI. — Si la serie 


s(x)=Mx) +• • --t-fn(x) -+-• • • 

est convergence, et la serie 

<x)=f[{x) + - ■• + /»(*)+•• • 


nniformement convergente dans Vinterieur d 9 un do - 
maine E; si, de plus, les fonctions . . ,,f' n (x), . . . 

sont continues dans Vinterieur de E', s(x) admettra dans 
V inter ieur de E une derivee, eg ale a s(x). 

Soient, en effet, x un point quelconque interieur a E; 
a un autre point, assez voisin de x pour que tous les points 
de l’intervalle ax soient encore interieurs a E; &(x) sera 
integrable de a a x; et l’on aura 




dt -4-. . . -f- 



dt —J—. . . 


= /i(^)— fi («)+.. - + /«(^) —fn(a) H-. . . 

= $(#)— s(a). - .... 














































































































































































































































































































